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Laat f een functie zijn op de réele getallen.

Het begrip limiet

We zeggen dat “de limiet van f(x) in x = a gelijk is aan L" en noteren
dit als

lim f(x) =L

X—a

als voor ieder klein interval / rond L, er een klein interval rond a bestaat
waarvan ieder punt door f binnen / wordt afgebeeld. Dus punten in de
buurt van a worden door f op punten in de buurt van L afgebeeld. De
functie f hoeft niet gedefinieerd te zijn in a zelf.
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sin(x)

Voorbeeld

limy_,0 sin(x) = 0:
Als we kleinere waarden van x nemen, dan komt ook sin(x) dichter bij 0.

DA

u}

o)
1
n

it



Calculus

Limieten

Limieten

sin(1/x)
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Voorbeeld
De limiet lim,_,gsin(1/x) bestaat niet, want

en

sin(1/x,) = 0 voor x, = 1/(nm)

sin(1/yn) = 1 voor y, = 1/(2n7 + 3m).

Xp €N Yy, zijn punten in de buurt van 0 als n een groot getal is, het is dus
niet zo dat sin(1/x) naar een limietwaarde gaat als x naar 0 gaat.
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i \/m 5
Bereken lim Y22+ 25 =5
x—0 .
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. VxZ2+25-5
Bereken lim —————
x—0 X
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Eenzijdige limieten

limyya f(x) = L betekent dat alleen waarden x > a worden meegenomen
bij het bepalen van de limiet.
limyts f(x) = L betekent dat alleen waarden x < a worden meegenomen
bij het bepalen van de limiet.

M /7:p(‘)
Ve bwy =L

X}

& [P QW .o
X Te

Pe/ >



Calculus

Limieten

Limieten

Limiet naar oneindig

We noteren limy_, o f(x) = L als voor ieder klein interval I rond L, er een
groot getal N is zodat ieder getal groter dan N binnen / wordt afgebeeld.
Dus grote waarden worden door f op punten in de buurt van L afgebeeld.
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Limiet naar oneindig

f heeft een scheve asymptoot y = ax + b bij +o0, als
limy 00 F(x) — ax — b= 0.
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Bepaal de scheve asymptoot voor f(x) = (2x? + 3x + 1)/x, x — c0.
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Opgave

Bepaal de scheve asymptoot voor f(x) = (2x? + 3x + 1)/x, x — c0.
Oplossing

y=mx-+n:
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Bepaal de scheve asymptoot voor f(x) = (2x? + 3x + 1)/x, x — c0.
Oplossing

y=mx-+n:
m= lim m:

x—00 X
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Bepaal de scheve asymptoot voor f(x) = (2x? + 3x + 1)/x, x — c0.
Oplossing

y=mx-+n:

. f
m= lim —= =

x—00 X
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. 2x243x+1 . 1 1
lim > = lim 243— +
X—00 X X—00 X
n= len;o(f(X) — mx)

22
. <2x2+3x+1
= lim [ —— —
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f(x)=(2x*+3x+1)/x
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Stelling (Regel van De L'Hdpital)

Stel dat f(x) en g(x) functies zijn waarvoor de afgeleiden in de buurt van
een punt x = a bestaan en ook g’(x) # 0 voor x # a maar wel in de
buurt van a.
Veronderstel verder dat Ii_rp f(x) = Iil;n g(x) =0 of
fn, () = Jm 20 = .
Dan geldt:
f f
lim ﬁ = lim /(X)
X—a g(X) X—ra g (X)
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Sin(X)/X
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x—0
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Sin(X)
im 5209 _
x—0 <
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Sin(X)/X
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Sin(X)
lim sin(x) _
x—0

X

va/O” : (De L’HOpital)

lim
x—0

cos(x)
1

:1.

Sin(X)/X
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Bereken

lim sin(5x)

X—T X2 — 7.[.2
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OpgaVe

Bereken

SIn(5X)
5
OpIOSSing

lim sin(5x)

X—TT X2 —
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"0/0" : De L’Hopital
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OpgaVe

Bereken

SIn(5X)
5
OpIOSSing

lim Sin(5x) B

X—T X2 — 7T2

lim 205(5%)

X—T 2X
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Bereken -
H sin(bx
tir $0(59)
OplosSing
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sin(5x)/(x? — 72)

o



Calculus

Limieten

Limieten

Kleine o

f(x) = o(g(x)) voor x — oo als

im @ =
XL)oo g(x) o
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In(n) = o(n) als n — oo.

De logaritme In(n) gaat langzamer naar oneindig dan n.
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Stelling

In(n) = o(n) als n — oo.

De logaritme In(n) gaat langzamer naar oneindig dan n.

[ 1
lim n(n) = (De L’Hopital) lim #

n— oo n n—oo
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Stelling

In(n) = o(n) als n — oo.

De logaritme In(n) gaat langzamer naar oneindig dan n.

[ 1
lim n(n) = (De L’Hopital) lim #

n— oo n n—oo

=0.
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Stelling

Va, k >0, In(n)* = o(n®) als n — cc.

In(n)* B

n—oo N%
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Stelling

Va, k >0, In(n)* = o(n®) als n — cc.

k k
lim M = { lim In(n)
n—oo n¢ n— 00 n“/"
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Stelling

Va, k >0, In(n)* = o(n®) als n — cc.

fim (1) _ (Hm |n(,,)>k

n—oo n¢ oo nol/k

(De L'Hopital) { lim 1/n “
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Stelling

Va, k >0, In(n)* = o(n®) als n — cc.

fim (1) _ (Hm |n(,,)>k

n—oo n¢ n—oo na/k

k
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Stelling

Va, k >0, In(n)* = o(n®) als n — cc.

fim (1) _ (Hm |n(,,)>k

n—oo n¢ n—oo na/k

k
1
= (De L’Hopital) < lim /n)

e {arRye it
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=0.
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Stelling

Va, k >0, n* = o(e") als n — .

De e-macht e” gaat sneller naar oneindig dan elke macht van n.
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Stelling

Va, k >0, n* = o(e") als n — .

De e-macht e” gaat sneller naar oneindig dan elke macht van n.

n* k!
lim — = (De L’Hopital k keer) lim —

n—oo en n—oo el
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Stelling

Va, k >0, n* = o(e") als n — .

De e-macht e” gaat sneller naar oneindig dan elke macht van n.

n* k!
lim — = (De L’Hopital k keer) lim —

n—oo en n—oo el

=0.
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Stelling

Va, k >0, n* = o((1+ a)") als n — 0.
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Stelling

Va, k >0, n* = o((1+ a)") als n — 0.

im —— =
0o (1 + @)



Calculus

Limieten

Limieten

Stelling

Va, k >0, n* = o((1+ a)") als n — 0.
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Stelling

Va, k >0, n* = o((1+ a)") als n — 0.

nk k
I e . . n
nLngo (]_ + a)" (n_>moo (]_ + a)n/k)

k
) e = i L
(De L’Hopital) = <n“$nm (n/K) (1 + a)n/k—1>
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Stelling

Va, k >0, n* = o((1+ a)") als n — 0.

k k
lim _n
n—o00 (1 +a) (n—)oo 1 +a “/k>

k
<n%oo n/k ]_—|—a)”/k 1>
= 0.
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