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Functies van meer variabelen

Grafiek z = f(x, y) van een functie van twee variabelen x,y. In het x,y
vlak zijn niveaukrommen getekend, waar f een constante waarde heeft.



Calculus

Functies van meer variabelen

Partiéle afgeleiden

De partiéle afgeleiden van de functie f(x, y) zijn functies 2£ en 9£

Ox Il dy
gedefinieerd door
f _ f(x+dx,y) = f(x,y)
&(X’ y)= dx—>0 dx

of . f(x,y+dy)—f(x,y)
_(X,_y)—dhmo d_y

Er wordt dus gedifferenti€erd naar één variabele, waarbij de andere
variabele vast worden genomen

Partiele afgeleiden

We schrijven ook f(a, b) en f,(a, b) voor partiéle afgeleiden in (a, b).
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Calculus

Functies van meer variabelen

Opgave

Bereken de partiéle afgeleide van 7x* — xy* naar y.

Oplossing

3%(7x4 —xy*) =

Opgave

Bereken de parti€le afgeleide van ﬁ naar x.

Oplossing

9 _x
OX x+y
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Calculus

Functies van meer variabelen

Opgave

Bereken de partiéle afgeleide van 7x* — xy* naar y.

Oplossing

6%(7)(4 —xy*) = —4xy3

Opgave

Bereken de partiéle afgeleide van ﬁ naar x.

Oplossing

9 x _ L{xty)-x1 _
Ox x+y = (xty)? T (xty)?

(Quotiént regel)
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|—Functies van meer variabelen

:

Opgave

Voor n > 2, beschouw de functie f(xi,...,xp)
de partiéle afgeleiden aixlf(xl,.

..yXp) €n 2,
Oplossing

i1 Xixit1. Bereken
X2 f(Xla <5 Xn
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Calculus

Functies van meer variabelen

Voor n > 2, beschouw de functie f(xi,...,x,) = Z;’:_ll Xixi+1. Bereken
de partiéle afgeleiden %f(xl, ...y Xn) €N 8%Zf(xl, ey Xn)-

Oplossing

Merk op f(x1,...,Xp) = x1X2 + XaX3 + X3Xg + + - - + Xp_1X,. Dus
0

0
a—le(xl,...,xn) = X, a—xzf(xl,...,x,,) = x1 + X3.

Dit geldt alleen als n > 3. Als n = 2 geldt

ai}qf(xl,...,x,,) = X2, if(xl,...,x,,) =X

8X2
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: :
Voor n > 2, beschouw de functie f(x,...,x,) = >0 1 >.7
Bereken de partiéle afgeleide -2 f(x1,
Oplossing

i=1 22j=1 XiXj-
s Xn)

]
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Functies van meer variabelen

Voor n > 2, beschouw de functie f(xi,..., %) = > i D7 XX
Bereken de partiéle afgeleide %f(xl, >0 5 5%)c

Oplossing
Een term x;x; bevat x; als i = 1 of als j = 1. We krijgen
a 8 n n a n
—f vy Xp) = — H i—Xx1 = 2 i
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Functies van meer variabelen

Als voorbeeld, bekijk f(x,y) = 3. Dan

)l )
Ox\x+y/) (x+y)? oy\x+y)  (x+y)?

Verder differentiéren:

Z:XZ(X,y) ( >: <X+y >= CEE
a(?/afx(x,y) 8)/(8X X’y)> N ( (x + y)? ) - (;_:;/)3
5?;1; (x,y) = 0y8x f(x,y) (Dit is altijd waar)

g;(x,)/) ( ) < X+y) ) — = ixy)a
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Functies van meer variabelen

Tweede orde partiele afgeleiden
_ of _ of
Zoals we schreven f, = 5= en f, = 57,

schrijven we ook
0°f

fix(a, b) = ﬁ(a, b)

&}’(37 b) = fVX(a7 b) =

0°f
6X6y (a’ b)
O*f

fyy(a, b) = 8—},2(% b)

DA



Calculus

Functies van meer variabelen

Opgave

Bereken af—;y(; + £) in het punt (x,y) = (5,2).
Oplossing
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Functies van meer variabelen

Bereken af—;y(; + £) in het punt (x,y) = (5,2).
Oplossing

02 (x y
Ox0y

0 0 x|y
y ) =k T
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Functies van meer variabelen

Opgave

Bereken 8x3y( + %) in het punt (x,y) = (5,2).
Oplossing
32
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Functies van meer variabelen

Bereken %;y(; + £) in het punt (x,y) = (5,2).

Oplossing

0% x vy 0 0 ,x vy
Bxay()_/ ;)_axay()_/—i_;)
0 x 1
:3X<_y2+;>
11
__y__;
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Calculus

Functies van meer variabelen
:

Opgave

Bereken 8)6:_;}/(;—/ + %) in het punt (x,y) = (5,2).
Oplossing
62

X y 0 0 ,x vy
axay(;+;)_8x8y(;+;)
0 x 1
_5<_F+;>

11

__}7 @
Dus o2 (G4 2 =5 &
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Functies van meer variabelen

Raakvlak

Beschouw de grafiek z = f(x, y).
Een vergelijking van het raakvlak in P = (a, b, ¢) met ¢ = f(a, b) is

z = f(a,b) + £(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y — b)

IK BEN NAAR ER MOETEN WEL
MANNEN WEL RAAKVLAKKEN ZIJN.

KIESKEURIG. 7 2
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Functies van meer variabelen

Tweede orde Taylor benadering

F(x,y) ~ F(a,b) + fi(a, b) sx + fy(a, b) Ay

1
+ 5(fx(a, D)ax® + 2fy (a, D) Axay + fy(a, b)ay?)

met
Ax=x—a en Ay=y—bh.

f(x,y) =~ £(0,0) + £(0,0)x + £,(0,0)y

1
+ 50,0 + £y 0,000y + 56 (0,0)y2

1
2
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Berekenen de kwadratische benadering rondom het punt (1,1) van de
functie f(x,y) = x2y — xy? — 3xy

N
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Functies van meer variabelen

Berekenen de kwadratische benadering rondom het punt (1,1) van de
functie f(x,y) = x2y — xy? — 3xy

Oplossing

fX(XvY) = f;/(X7y) =
fa(,¥) = fy(xy) =, fylxy) =
f(1,1) =, £(1,1) =, £,(1,1) =
f(1,1) =, xy(l 1) =, f,(1,1) =

Het antwoord is dus



Calculus

Functies van meer variabelen

Berekenen de kwadratische benadering rondom het punt (1,1) van de
functie f(x,y) = x2y — xy? — 3xy

Oplossing

&(X7y):2Xy_y2_3YJ f;’(X7Y):X2_2Xy_3X
fo(y) = fy(xy) = fiylxy) =
f(1,1) =, £(1,1) =, £,(1,1) =
fx(1,1) =, xy(1 1) =, fy(1,1) =

Het antwoord is dus
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Functies van meer variabelen

Berekenen de kwadratische benadering rondom het punt (1,1) van de
functie f(x,y) = x2y — xy? — 3xy

Oplossing

f(x,y) =2xy —y* =3y, f(x,y) = x* = 2xy — 3x
fo(x,¥) =2y, fo(x,y)=2x—2y =3, f,(x,y)=—2x
f(1,1) = £(L,1) =, £(1,1) =
fx(1,1) =, xy(l 1) =, f,(1,1) =

Het antwoord is dus
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Functies van meer variabelen

Berekenen de kwadratische benadering rondom het punt (1,1) van de
functie f(x,y) = x2y — xy? — 3xy

Oplossing

f(x,y) =2xy —y* =3y, f(x,y) = x* = 2xy — 3x
fo(x,¥) =2y, fo(x,y)=2x—2y =3, f,(x,y)=—2x
F(1,1) = =3, £(1,1) = =2, £,(1,1) = —4
Foc(1,1) = 2, £ (1,1) = =3, £, (1,1) = —2

Het antwoord is dus
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Functies van meer variabelen

Berekenen de kwadratische benadering rondom het punt (1,1) van de
functie f(x,y) = x2y — xy? — 3xy

Oplossing

f(x,y) =2xy —y* =3y, fy(x,y) =x* = 2xy - 3x
(X, ¥) =2y, £y, y) =2x =2y =3, fy(xy) = —2x
f(1,1)=-3, (1,1) = -2, f,(1,1) = -4
Pl ) =2 Bl 1) = =8 (0L 1) = =2
Het antwoord is dus
z=-3-2(x—1) =4y~ 1)+ (x = 1 =30~ )y — 1) - (y - 1’
= —Xx+y+x>—3xy—y?
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Functies van meer variabelen

De gradiént van f(x, y) is de vector

VF(x,y) :( f(x,y)

fy(x,y) )

Grafiek en gradiént van f(x,y) = —(cos(x)? +

cos(y)?)?
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De gradiént van f(x, y) is richting en grootte van de sterkste toename
van f(x,y). De gradiént staat loodrecht op niveaukrommen van f(x, y)

Gradiént

L Functies van meer variabelen

Calculus

x3—x+y? Vf(x,y) = (

3

10

f(x,y) =
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Opgave
2 o
Bereken de gradiént van f(x,y) = % + y? in het punt (2,1).

N
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Functies van meer variabelen

Opgave

Bereken de gradiént van f(x,y) = ’;—2 + y? in het punt (2,1).
Oplossing
De partiéle afgeleiden van f(x,y) zijn

X
&(X7y) =5

en

f(x,y) =2y
De gradiént van f in (2,1) is

VF(2,1) :(
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Functies van meer variabelen

Kettingregel
Als z = z(x, y) een differentieerbare functie van twee variabelen is, en x
en y differentieerbare functies van t zijn, dan is z een functie van t en

dz _ 0z d 0z dy
dt  Ox dt = Oy dt

<Vz(x(t)7)/(t))v ( ;:Eg > >

Je kunt dit ook lezen als

w-(% %) 00)
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Functies van meer variabelen

Kettingregel
Als z = z(x, y) een differentieerbare functie van twee variabelen is, en x
en y differentieerbare functies van twee variabelen s en t zijn, dan is z
een functie van s en t en

827820X+325‘y

Js Ox 0s Oy 0Os

0z 0z 0x 0z by
ot  0x Ot Oy Ot
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Functies van meer variabelen

Poolcoordinaten

Een punt in het vlak wordt bepaald door een straal r (afstand tot de
oorsprong) en een hoek 0 (de hoek met de positieve x-as).
Voor een punt (x,y) in het vlak geldt

r=+/x*4+y? tan(d) =y/x

Een straal r en een hoek 0 geeft het punt (x, y) = (rcos(8), rsin(9))

y

guis 1

rcost X
o

u}

o)
I
i

it



e
Calculus

Functies van meer variabelen

Goniometrie tabel

cos(f) | sin(f) | tan(f)
0 1 0 0
Je V3 L [ 1V3
r/4]3v2 [ L2 |1
T AR R RS
72 ] 0 1 00
o 5 = = E DA
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:

Opgave

Bepaal poolcoordinaten voor (x,y) = (4,4/3).
Bepaal poolcoordinaten voor (x,y) = (=3, —3).
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Functies van meer variabelen

Opgave

Bepaal poolcoordinaten voor (x,y) = (4,4/3).

Oplossing

r=+/x2+y2=./16+ 48 = /64 = 8 en tan(f) = v/3. Omdat x,y
positief zijn, geldt 6 = 7/3 (60 graden).

Opgave

Bepaal poolcoordinaten voor (x,y) = (=3, —3).

Oplossing
r=3v2enf= —%71'
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Opgave
Bepaal poolcoordinaten voor (x,y) = (v/3, —1).
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:

Opgave

Bepaal poolcoordinaten voor (x,y) = (v/3, —1).
Oplossing
r=+3+1=2entan(d) = —1/4/3. Omdat x >0 en y < 0 geldt
0 =—m/6.
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Schrijf (r,0) = (4, 37) in Cartesische codrdinaten.

Schrijf 2x — 5x3 = 1 + xy in poolcodrdinaten.
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Functies van meer variabelen

Opgave

Schrijf (r,0) = (4, 37) in Cartesische coérdinaten.

Oplossing
x =rcos(f) =4(—3) = —2en y = rsin(d) = 4(3V3) = 2V3.

Opgave

Schrijf 2x — 5x3 = 1 + xy in poolcodrdinaten.

Oplossing
x = rcos(f), y = rsin(#): 2rcos(d) — 5r cos®() = 1 + r? cos(#) sin(h).

u}
o)
I
i
it




e
Calculus

Functies van meer variabelen

Kettingregel voor poolcoordinaten

Als f(x,y) = f(rcos#@,rsin@) dan is

of Of Ox Of oy  of of
52554’@5: acos@—l-@smﬁ
of Of Ox Of Oy of . of
%:5%+$%=—$rsm0+a—yrc050
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Opgave

f(x,y) =x>+y? x=rcos(f), y = rsin(f). Bereken
2 f(rcos(), rsin(6)).

Oplossing

0 . __of of  Of Oy
Ef(rcos(@), rsin(0)) = S Dr + 3y or
= 2xcos(f) + 2y sin(6)

= 2rcos?(0) + 2rsin®(0)
=2r
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