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In dit artikel wordt de gemiddelde lichaamsgroei van Nederlandse jongens en meisjes beschreven met een
logistisch en bilogistisch groeimodel. Hierbij gaat André Heck expliciet in op de wijze waarop de parameters
in de wiskundige modellen geschat kunnen worden en hoe ICT dit werk voor vwo leerlingen mogelijk maakt.

Een gewichtig model

schatten. Dit eindgewicht minus het gewicht op leetijd
Inleiding is gelijk aanc/2. De grafiek van de S-kromme is punt-

In de CWI vakantiecursus ‘Wiskunde en Gezondheid’symrmtrISCh In(a,G(a)). Hieruit volgt dat we de_ para
wordt in het artikel ‘Gewichtige wiskunde in de &la Meterd kunnen schatten al§(a) -c¢/2. Wat rest is het
[Heck, 2002] uitgebreid ingegaan op modellen voorschatten van de parametgrhiervoor kan het gewicht op
gemiddelde lengtegroei van jongens en meisjes vagen gegeven leeftijd of de groeisnelheid op leeftijd
Nederlandse afkomst. We kijken nu voor de veranderi gebruikt worden.
eens naar de gemiddelde groei in gewicht van Neder- In dit artikel zullen we een robuustere wijze van
landse kinderen. De groeicijffers zijn afkomstig di¢  parameterschatting in een sigmoidaal regressiemodel be-
meest recente Nederlandse groeistudie [Fredrikal,et spreken eningaan op de rol die ICT hierin speelt.
2002]. Opnieuw wordt het groeimodel opgebouwd uit
verschillende componenten. Bijvoorbeeld: Het logistische groeimodel in het schoolboek

gewicht = ondergrens+ gewicht,, s + 9eWICht | e e . . _ )

L ) . Het is een goed idee om even stil te staan bij enkele zaken

waarbijgew chtyi, ., resp.gewicht de bijdrage aan die een vwo leerling over het logistische groeimodel in
het gewicht is die toegeschreven kan worden adkirde het schoolboek leert.
dertijd resp. de puberteit. Dendergrens is het gemid- Zij maken kennis met logistische groei bij het onder-
delde gewicht dat aan het eind van de kleuterticeit  werp ‘differentievergelijkingen’ via de formule
is. In het zgn. bilogistische groeimodel gebruikes het M —u(t)
logistische model voor de twee genoemde bijdragenr Au(t) = C']'(t)EE j

M
de puberteit krijgen we dan de formule . .
P 19 o met groeivoetc en maximumM (ook wel grenswaarde,

. verzadigingsniveau of capaciteit genoemd). Kenmerk van
l+ae logistische groei is dat deze in het begin lijkt op exgen
Hierin duidtt de leeftijd aan en zijm, b, ¢ parameters ti€le groei en aan het einde lijkt op geremde groei volgens
waarvan de meest geschikte waarden geschat moet&en gemengd lineair-exponentieel groeimodel. Gegeven
worden. Het rechterlid is de formule voor logistische de groeivoet, het maximumM en een startwaardé(t,)
groei zoals die in de meeste Nederlandse schoolboeka@n de formule gebruikt worden om alle volgende
vermeld staat en in veel rekenmachines gebruikt wordt. - waardenu(t) uit te rekenen. In toepassingsvoorbeelden in
Als we ons beperken tot het gewicht tijdens depqt jeshoek is het maximuM meestal goed herkenbaar

adolescentie, dan blijkt de gemiddelde groei in gewichf, grafieken. Maar wat te doen als uit de gegevens niet
wiskundig aardig beschreven te worden door een ge:

o J ) . onmiddellijk de grenswaard® valt af te lezen? Hoe
modificeerde logistische kromme, ook wel sigmoide of S-,1aten de meest geschikte waarden voor de groei-
kromme genoemd. Nu is de formule

parameters dan gevonden worden? Leerlingen wordt de
G(t) = C 44 , indruk gewekt dat dit dan via een trial-and-error methode
1+ae™ en enkel met het blote oog gebeurt. De methode om de

metG(t) het gewicht op leeftijd. Het enige verschil met toename van de grootheid grafisch uit te zetten tegen de

de eerdere formule is de paramatedie een ondergrens grootheid zelf en dan de best bijpassende parabool (met
ongelijk 0 mogelijk maakt de grafische rekenmachine) op te sporen blijft jammer

Wij geven er de voorkeur aan de formule voor gewichtgenoeg onbesproken.

als functie van leeftijd in een andere vorm op te schrijven: .. Leerlingen kunne|:1 _Iog|st|s_che groel__opk tegenkom_en
bij het onderwerp ‘differentiaalvergelijkingen’ of bij

G(t) = _ % 4. ‘continue dynamische modellen’. De formule
1+e’@ D

puberteit

geNI Chtpuberteit(t) =

De parameten heeft dan namelijk de betekenis van het Y e
tijdstip waarop de gewichtstoename maximaal is. Op da]t
moment is de groei halverwege en is de groeisnelheiaS
gelijk aan bc/4. In een diagram waarin groeisnelheid ﬂ=bD/EEﬂj
uitgezet is tegen leeftijd is de waarde \mgemakkelijk dt ¢
af te lezen. In het diagram van gewicht naar leeftijd is hef"et

gewicht aan het einde van de adolescentie goed te y(o):ﬁ,

de oplossing van de differentiaalvergelijking



Als belangrijkste kenmerk wordt vermeld dat de grafiek of 2f  9%f 9%

de lijny =cals horizontale asymptoot hegft. In reken- 2 922  0a0b 0adc
opdrachten wordt nog wel gevraagd om uit te rekenen op ) » )
welk moment de grootste toename plaats heeft, maar orgf (a,b,c) = ot ,H(a,b,c)= o°f g o°f )
vermeld blijft dat op dat moment de groei altijd halver- b 0adb  ob®  dbdc
wege is. De symmetrie van de logistische groeikromme of 0’f  0*f  9°f
blijft onbesproken. Ook zijn er geen opdrachten waarin ac dadc dbac dc2

nagegaan wordt in hoeverre de volgende uitspraak klOp‘ii
“het kenmerk van logistische groei is dat deze aanvan-
kelijk exponentieel toeneemt en aan het eind van het
groeiproces exponentieel afneemt.” Ay a

Voor toepassingen van het logistische model is het b.. |=| b [-H(a.b.c)™" If (3, ,b,.c)
vervelend dat er weinig of niets gezegd wordt over hoe
geschikte waarden voor de parameters gevonden kunnen Cen G , ) . .
worden. Kennelijk gaat men uit van de rekenkracht varf1i€rmee wordt op iteratieve wijze het stelsel véjge
wiskundige software of van een grafische rekenmaching<ingen numeriek opgelost. _
zoals de TI-83, die logistische regressie mogelijk maakt. Wat rest is een slimme keuze van startwaarden- Hier
Maar succes van niet-lineaire regressie hangt vaak af va?Ver zegt [Scarborough, 1996] weinig: alleen datafel-

het al dan niet kunnen vinden van goede initiéle benaWaarden gebruikt worden voor een ruwe schatting van
deringen voor de parameters. beginwaarden voor parameters. Vermoedelijk worden d

volgende twee vergelijkingen bedoeld:

erschrijven leidt tot de iteratieformule van delifien-
ionale vorm van het algoritme van Newton-Raphson:

. . . c .
Automatische logistische regressie ylzy(o):“a, Y, :J'IDV(X):C-
In de meeste grafische rekenmachines is wel een functi@oor de startwaarde vanworden wellicht de medianen

voor logistische regressie beschikbaar die zonder veek en'y van de x en y data gebruikt via de formule
hulp van de gebruiker toegepast kan worden. Laten we

eens nagaan hoe dit gebeurt in de TI-83. In de handleiding y :;_by.

[TI-83, 1996] is niet meer te lezen dan dat de functie 1+ae

logistic de regressievergelijking Als alles goed gaat, dan itereert het algoritmeen
c eindig aantal stappen naar een oplossing. Het hieec

denkbaar dat de startwaarden van de parameterardgsd

“1+ae™* S '
. . slecht gekozen zijn dat er geen convergentie ogittree
voor de gegevens berekent aan de hand van een iteratieyg; o onderweg een Hessiaan voor komt die geemsav
methode van kleinste kwadraten. In [Scarborough, 1996} 0t De rekenmachine geeft in het laatste geeal d

wordt een tipje van de sluier gelicht. We bespreken heBoodschap dat een singulariteit optreedt. Het engede

algoritme in het kort omdat_ hey een goed begld geeft VaBebruiker dan rest is een ICT-aanpak waarbij higipf

de algemene aanpak van niet-lineaire regressie. meer zelf in de hand houdt. In de volgende paragraf

We passen het logistische regressiemodel toe op qﬁ’espreken we een dergelijke aanpak voor het schedte

gegevens(x, Y, ),...,(X,,y,) metx <x,<---<x viade gen S-kromme.

kleinste-kwadraten methode. We minimaliseren dus de Een veel gebruikt en meer verfijnd alternatief vder

volgende functie in de parameters, enc: Newton-Raphson methode is het Levenberg-Marquardt
n c 2 algoritme (Marquardt, 1963). Dit wordt bijvoorbeeld

f(a,b,c):Z[—_M—yi] toegepast in de functie-fit routine van Coach. Qiak

\1l+ae worden aan de hand van gekozen startwaarden van

Door de partiéle afgeleiden naarb enc uit te rekenen parameters iteratief verbeteringen aangebracht.

(de gradientdf vanf) en gelijk aan nul te stellen krijgen Een semi-automatische regressiemethode ligt nu voor

we een stelsel van niet-lineaire vergelijkingert @¢lsel ~ d€ hand: eerst geschikte startwaarden bepalenreeeia

is niet exact oplosbaar. Daarom lineariseren we d@utomatische (iteratieve) verbetering van deze -para

gradiént varf via een Taylorbenadering van eerste orde.meétérwaarden. In Coach kunnen de startwaarden hand-
Dit leidt tot de volgende formule: matig gekozen worden door met de computermuis een

regressiekromme met het blote oog goed neer teeihegg

a=a bij de data. Handig is ook dat het regressiemoded n
Of (a,b,c) = Of (8y,0,€,)+ H (@,,0,.€ ) b=by |, alleen maar op alle gegevens tegelijk hoeft te eord
c-cC toegepast, maar dat ook met slechts een deel van de
0

gegevens gewerkt kan worden (door in te zoomeretn h
. - i grafiekenvenster op de gewenste data). Het nuvdmer
(matrix) H(a,b,c) gedefinieerd zijn door zal pas echt duidelijk gemaakt worden in de pamfgra
over het bilogistische groeimodel. De S-kromme in
Figuur 3 is op deze manier geconstrueerd.

waarbij de gradiént (vector)If (a,b,c) en de Hessiaan
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S-kromme van gewicht naar
leeftijd tijdens de adolescentie 70E Lenieit )

model

We bespreken in deze paragraaf eens:
. 45
systematische aanpak van het schattens
. . . 3a
van parameters in een sigmoidaal regres-u
. . 24
siemodel. We doen dit aan de hand vanz - S I
. . . . 148 . leeftijdjaary — < = gewicht (ki
de gem|dde|de groei in gew|cht vam el b b b e D e S P I R AP i i
Nederlandse jongens tijdens de adolesymmm——rmyr EAP=TT|m Fciees PRI
centie. In Figuur 1 staat een schermafs” g5 o A,

13.8 SE Fisher-Pry

caon =

druk van een Coach activiteit over groei; 1 | 20f Frvan Fsherey
in gewicht. Linksboven is het gemid 190
delde gewicht van Nederlandse jonge 250

zet als punten in het diagram. In hets 7.2

zelfde kwadrant is ook de grafiek van dg; =~ -8

groeisnelheid en die van een sigmoidagl  **-* .

model getekend. Duidelijk is te zien dat fig. 1 Coach activiteit met bepaling van een S-kromme tussen 10 en 19 jaar
de groeisnelheid in de eerste levensjaren

(in kg) tegen de leeftijd (in jaren) uitge; ans
shel afneemt, tijdens de kinderperiode tot de pelier

nagenoeg lineair toeneemt en dat er tijdens derfmibe FP(t) :In[ F() j

een groeispurt plaatsvindt met pieksnelheid rondwh 1-F(t))

14e levensjaar. Het wiskundige model in dit diagtgikh G(t) - d

op het zicht heel goed te kloppen voor wat de ateletie  met F(t) :T. De reden waarom juist deze trans-

betreft. De sterkere toename in gewicht tijdenspde _ . . o
berteit dan in de jaren ervoor heeft overigengdsigens formatie geintroduceerd wordt is pas._dwdeluk nade
vooral te maken met een toename in spier- en bdseke de formule voor de S-kromme herschrijven. Start met
bij meisjes ook met een toename van vetmassa [Wit & F(t) = 1
Delemarre-van de Waal, 1998]. 1+eb@n

We beperken ons voor jongens tot de periode van 1fleem aan weerszijden reciproke waarden en isoleer
t/m 19 jaar. We passen de formule van de S-krommoe v vervolgens de-macht:

gewicht toe. Deze is gelijk aan 1
c ———1=¢"®",
G(t) = T oan Td, F(t)

. ) 1+e L . Breng het linkerlid onder één noemer, vermenigwuldi
waarbijG(t) het gewicht op leeftijd is ena, b, ¢, d groei-  aan weerszijden met -1 en neem de logaritme. Dérte
parameters zijn. Deze formule past bij de volgendehet volgende lineaire verband op:
differentiaalvergelijking FP(t) =b(t-a) .

G':E(G—d)(c+d —G) . Dit is prec_ies _de basisgedgchte achter de Fist_yer—Pr
c transformatie, die vernoemd is naar de personenetie

Dit betekent dat als de groeisnelheid uitgezet wgen ~ methode populair gemaakt hebben [Fisher & Pry, 1971
het gewicht, dat dan de meetpunten op een parabo@ls het sigmoidale groeimodel goed functioneerty da
moeten liggen. Voor de groeisnelheid op leeftijtemen moet er een lineair verband herkenbaar zijn. De

we (bij gebrek aan beter) het centrale differentdignt parameters enb zijn met lineaire regressie eenvoudig te
. G(t+1)-G(t-1) bepalen. Rechtsonder in de schermafdruk is heditiee
G'(t) = verband goed zichtbaar. Er geldt= 0,474 en a=13,7.

Rechtsboven in de schermafdruk is de best bijpassen Dit impliceert een piek in de groeispurt bij deftge van
parabool te zien met als formule (bij benaderingiren Ongeveer 13 jaar en 8 maanden. Dit komt overeerhetet

ontbonden vorm opgeschreven m.b.v. de abc-formule) Maximum in het diaé:;ralm Vag groeisnelheid nairi]deft

o Voor meisjes in de leeftijd van 9 tot 18 jaar kumnee

G'=-0,00963G - 26,4 G- 75, .
i X ) ¥ _ hetzelfde doen. We vinden dan:
Kortom: c=49,4 en d =26,4. Leerlingen die de abc- 409
formule niet meer paraat hebben of maar lastig erind Greisies = +22,7.
0,468(11,9-t )

kunnen ook de nulpunten van de parabool met hun l+re _ ) )
rekenmachine bepalen en zo de ontbinding uitrekenerPit impliceert een piek in de groeispurt bij deftge van
Maar hoe nu verder met de bepaling van de groeiongeveer 11 jaar en 11 maanden. Dit is bijna teee |
parameters enb? De zogenaamde Fisher-Pry transfor-eerder dan bij jongens. Dit stemt overeen met ¢ietft
matie biedt uitkomst. Deze is gedefinieerd als meisjes gemiddeld anderhalf jaar eerder in de peiber




geraken dan jongens [Wit & Delemarre-van de Waal,Zorg er voor dat de regressieformule opgeslagemor

1998; Mul et al, 2001]. een functie-variable (zeq). pusdRes
CTin e hand Het commando dat dit doet is@= 52835313525
in eigen han =115.3215575
9 QuadReg L,,L,,Y, met het |~

In de vorige paragraaf hebben we een systematisci’nréaSUItaat dat hiernaast staat. De m."'
aanpak voor het vinden van geschikte waarden vapunten van .de kwadratische funct
parameters in een S-kromme beschreven. Hoewel dennen grafisch bepaald worden. | //“_'\
methode uitgelegd en geillustreerd is aan de handeen nevenstaande schermafdruk is h

Coach activiteit, heeft deze software niet het esielve
recht hierop. Alle stappen kunnen ook met een . . .
spreadsheet programma of met een grafische reken- De tweede stap in het algoritme, de Fisher-Prystran
machine gedaan worden. ormatie, waarin een lineair verband wordt gecreéer

In onderstaande schermafdruk is een Excel rekenblaf€hoeft weinig uitleg: maak een nieuwe lijst, 2eg met
te zien waarin qle groe?spurt van Nederlandse jongeat  de formule L, :|n(LzC‘d/(1-ch‘d)) . Zet deze list uit
betreft lengte via het sigmoidale model onderzeahdt.

De grafiek van de Fisher-Pry transformatie geeft ee _ N
beeld van hoe goed het model werkt. De parameter- De rol van ICT in bovenstaande wijze van schatten
waarden kunnen via een schuifbalk veranderd wordn. van de S-kromme vatten we als volgt samen: _

geeft een idee van welke rol deze parameters speben  Visualisatie: een tabel maken van groeigegevens, hiervan
moeilijk het schatten met het blote oog is, en g@eelig de grafiek tekenen, en de grafiek van de regressie-

het model is voor veranderingen in parameterwaarden kromme en de Fisher-Pry transformatie tekenen.

Rekenen: berekenen van numerieke afgeleide en vinden
T o T T i - L van nulpunten van een parabool (al dan niet gtafisc
i oo ob 04057 F j . ! Analyse: lineaire en kwadratische regressie toepassen.

In(F/(1-F) c= 720y
m d= 13425 ¢

T e — Controle: nagaan hoe goed een regressiemodel werkt.

. e i Duidelijk is dat een zwaar beroep op de faciliteite

kleinste nulpunt in de grafiek af tezf‘ .
lezen. BEEE wauos veo

tegenL, en doe een lineaire regressie met een rechte lijn.

// _— van software of rekenmachine gedaan wordt en dat he
- £ | oo begrijpen en uitvoeren van het algoritme voor lagdn
lor toten om 0w ow| %0 een pittige opdracht is. Dit roept de volgende graa:
s 7w ee om 0w o | Loont het wel de moeite om vwo leerlingen met dit
3 Y 7Y B T T — algoritme te laten werken? Als een leerling eenetnk

0w 0s wr om 0sm  am keer een logistisch of sigmoidaal regressiemodettmo

19 1832 050 18378 033 09 317

2 wmo 0w = toepassen op beschikbare gegevens, dan is heta@dtwo

184.0

S Y op deze vraag ontkennend. In dat geval kun je bijvo
fig. 2 Excel rekenblad ter bepaling van een S-kromme beeld volstaan met het gebruiken van de in de TI-83
ingebouwde functie voor logistische regressie. ©f n
Laten we enkele details van het gebruik van ee@3r1- handiger is het gebruik van de functie voor hetatteim
bespreken. De eerste stap in bovenstaande algofighe Vvan S-krommen die in software zoals Cdaem TI-
schatten van de parametersnd door in een grafiek de Interactivé en in meer geavanceerde rekenmachines zoals
groeisnelheid tegen het gewicht uit te zetten en eede TI-89 en TI-92 aanwezig is. Als je daarentegest m
kwadratisch model hierop toe te passen, is degktsti leerlingen de algemene heuristiek van het omzettem
Het uitrekenen van het centrale differentiequotiégan  €en niet-lineair regressiemodel in een lineair rhodé
gewicht kan op de volgende manier: stel dat ddijééfi ~ bespreken, dan is de beschreven aanpak van hétescha

list L, opgeslagen is en dat het gemiddelde gewicht i/an €en S-kromme een prachtig, niet-triviaal voelte

. . . . uit de wereld van wiskundige toepassingen.
lijst L, staat, voer dan het differentiequotiént als nieuwe g P 9

lijst, zeg L, in via het commando Het bilogistische groeimodel
seq((L,(X +1) —L (X -1))/2 , X, 2, dim(L,) -1)
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Verwijder vervolgens het eerste en laatste elerigrde M€t €en gebruikersvriendelijke manier om op eerf zel

lijsten L,en L, (met dedel toets) opdat de dimensie van gekozen deel van gegevens een regresaemodell toe te
h i i passen is het gemakkelijk om modellen bestuderemitli

elk van deze lijsten gelijk wordt aan die vanen elk  meerdere componenten bestaan. We bekijken in deze

differentiecoéfficiént in de juiste rij staat. Zkterna de  paragraaf m.b.v. Coach het bilogistische groeimeder

groeisnelheid I,) in een grafiek uit tegen het gewicht

(L,) en pas hierop een kwadratisch regressiemodel tog;

Dit betreft Coach 6Bij verschijning van dit nummer is dit nog een
product in ontwikkeling.
'pe operatoreseq endim haal je op doo2nd list in te toetsen, het 3 De routine LogisticPlus komt niet in het statistraknu voor, maar is
menuop te kiezen en dan de gewenste operator te selectere wel te gebruiken als wiskundige opdracht.




gewicht naar leeftijd voor Nederlandse jongens @& d

periode van 3 tot 19 jaar: In onderstaande schermafdruk staat de somgrafieldea
gewicht = ondergrens+ gewicht, , ,qqq + 9ewicht ... twee berekende S-krommen, samen met de verschil-
- : . grafiek van het samengestelde model en het vastdest
waiark.)u voor gewmhtkmd,_,.mjd en gewicht . .elk een gemiddelde gewicht.
logistisch model gebruikt wordt. De schatting vae d
parameters gebeurt in twee stappen: ;Z SR versehil el e data g 1
F rnodel (kg

08
85

1) Skromme voor de periode van 9 t/m 19 jaar a0
55
a0

06
04

In onderstaande schermafdruk is te zien dat weein h 0.z

grafiekenvenster ingezoomd hebben tot de perioden9
19 jaar. Met de menu-opti@nctie-fit krijg je een apart 35
venster waarin je het regressiemodel kunt kiezeonan 30
geschikte startwaarden van de parameters handkattg 25
instellen. In ons voorbeeld van een S-kromme kun je **

0,0
02
04

-0

08

evenwel meteen op de knop voor automatische ragress :Z BT U U T ot PP
klikken. Het resultaat past goed bij de gegevens. ' B oo e
fig. 5 Grafische verificatie van het bilogistische model
10 [0 x] [ I}
. We lezen af dat de afwijking minder dan een halve
e - C— EELE] kilogram is. Dit is geen slecht resultaat. Het lzian dat
p - het bilogistische model een goede kandidaat is ooeig
: in gewicht te beschrijven voor de periode van 3 18n

jaar. De formules voor Nederlandse jongens en B®isj
zijn in deze aanpak:

T Gegovans oot geTe Gee - L 15,0 46,8

leeftijd.
] - o i E— Giongend(t) =13, 2+ 1+ "6 G61) 0,51413,81) '
jaar gewicht (kg) vewtbacled Y] [682 T [CESR] & e o | e 1+ e
; lgg S ,75“25—:: Fituait, 009142676471 406158 Cancel
3 152 _ 18 1 39,1
4 174 Column: [ gevicht | Hob (t) 7 O+
5 meISJes 1+ e0,540(3,%r ) 1+e 0,503(12:1 )’

fig. 3 Skromme tussen 9 en 19 jaar metG(t) het gewicht (in kg) op leeftijd (in jaren) Deze
2) Skromme voor het verschil van het model voor de formules leveren een goede start op voor een iniedire

adolescentie en het vastaestelde gemiddelde aewicht regressie m.b.v. het Levenberg-Marquardt algoritbe.
g g g verbeterde formules voor het bilogistische groeietatie

In onderstaande schermafdruk is de grafiek vamioete] ~ OP d€z€ manier gevonden wordiefn:

voor adolescentie getekend in het diagram van dewic 26,5 39,5

.. . . . jongens(t) 8 4+ 0,375(5,8t 571 14,%t)
naar leeftijd. De verschilgrafiek van dit modelen het 1+€03EE) g 4 PSTHI4R
vastgestelde gemiddelde ggwicht i_s hierin ook gmdk 191 33,9
Het kwadrant rechtsboven is een ingezoomde vegsie v Greisiedt) =10,0+ 17 O RIEST) | 1y g0sA

deze verschilgrafiek. Op het oog lijkt dit weer epn Met deze nieuwe formules zijn de afwijkingen vant he
kromme die als S-kromme gemodelleerd kan worden. He ;n a JKINger .
functie-fit venster illustreert dit. model met het vastgestelde gemiddelde gewicht minde

dan 2 ons over de hele leeftijdsperiode.

TR et EE Wat niet onvermeld mag blijven is dat het bilogisti
- fatop e sche model ook een goede wiskundige beschrijviray vo
A0 o lengtegroei in de leeftijdsperiode van 3 t/m 19 jgeeft.
N De formules zijn dan:
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fig. 4 Skrommevoor bijdrage van de kindertijd Hiervoor hebben we deNonlinearRegress procedure uit het

Statistics pakket varMathematica gebruikt.



Waarvoor dienen de groeimodellen? Uit deze formule mogen we concluderen dat de altoeh
meisjes hun puberteitspurt in lengtegroei gemiddeld

In de kindergeneeskunde hebben de groeimodellen geeerder bereiken dan autochtone meisjes (ongeveer 8

klinisch nut; alleen de nationale referentiediagreen = maanden eerder). Dit komt omdat Marokkaanse meisjes

voor gewicht en lengte spelen een rol bij de begatif er  in Nederland eerder in de puberteit geraken daachut

sprake is van een groeistoornis. De wiskundige tferde tone meisjes [Rikken, 1999; Fredriks et al, 2002].

worden uitsluitend voor wetenschappelijk onderzoek

gebruikt. We geven hiervan drie voorbeelden. Tot slot

(1) Kijkend naar bovenstaande formules voor gewicht erDenk niet dat het bilogistische model het enigecese
lengte naar leeftijd vallen twee dingen op: volle wiskundige model voor groei in gewicht van
« De leeftiiden tijdens de puberteit waarop de groei-jongens en meisjes is. Als alternatief voor logidte
snelheden in lengte en gewicht hun piek bereikgn zi groei kan bijvoorbeeld de keuze vallen op Gompertz
bij meisjes lager dan bij jongens. Dit heeft ook tegroei. Ook dit levert een S-vormige groeikromme van
maken met het feit dat meisjes eerder in de pubertebegrensde groei op. Hierbij past de formule
geraken dan jongens. y(t) =expb - expk —at )),
« Tijdens de puberteit treedt de piek in groeisneltigj  voor zekere parametess b, enk. De bijpassende diffe-
lengte eerder op dan bij gewicht. Dit geldt zowebv  rentiaalvergelijking is
jongens als meisjes. Met andere woorden, tijdens de y'=ay(b-In(y)).
puberteit groeien kinderen eerst meer in de ledgte
in gewicht; ze krijgen dan een slanker postuur.dgit
medische literatuur [Sinclair & Dangerfield, 1998;
Roche & Sun, 2003] is bekend dat de piek bij gmoei
gewicht een paar maanden later optreedt dan bi
lengtegroei. Maar het verschil is bij meisjes riet kinderen
groot als het bilogistische model van gemiddeld '

: . ) Dit brengt ons bij een andere belangrijke rol diF |
?S"\Y'Cgé giﬁ‘;gﬁjgﬂnsoungsgfnrggg' slechts 3 maandeq, .o i wiskundig modelleren: het biedt de maklediid

om te experimenteren. Zo hebben wij al spelend met
Coach gevonden dat het volgende model voor gewichts
groei van Nederlandse jongens een maximale afugjkin
van 3 ons geeft:

De gelijkenis en het verschil met logistische greemt
door deze vergelijking goed tot uitdrukking. Hetod®l
van Gompertz vormt onderdeel van het samengestelde
roeimodel dat in [Sumiya et al, 2001] gebruikvdor de
iskundige modellering van groei in gewicht vanalse

(2) Volgens ons bilogistisch model is de gewichtstoema
van Nederlandse meisjes tijdens de puberteit hmatgir
op de leeftijd van 12 jaar en 5 maanden. Dit isrvi®
gemiddelde leeftijd van 13 jaar en 2 maanden waaijop (1) :{Gl(t) alstl [3,10]
voor de eerste keer menstrueren. Ook dit is bekéndie G, (t) +G,(t) alstd [11,19]
medische literatuur. Er wordt gesuggereerd datettst® met
menstruatie (menarche) begin_t.als een kritisch gawi G,(t)=0,07t2+ 1.8 + 9.
van ongeveer 47 kg en een kritisch vetpercentagakbe
is. In ons wiskundig model wordt het kritische gehti ,
bereikt bij een leeftijd van 12 jaar en 9 maand@veri- G,(t) =4,0sin(0,8 - 1,9% 3,.
gens, de leeftijd van de menarche is ook gecometleet  Dit model is echter niet meer dan een speeltje \aant
lengte en Quetelet index (BMI): bij gegeven ledftij werkt niet zo goed bij groei in gewicht van meisgsal
hebben lange en zware meisjes een grotere kanse op felemaal niet voor lengtegroei van kinderen. Het is
menarche dan korte en lichte meisjes. Een lichaamsg eigenlijk meer een voorbeeld van betekenisloos
wicht van meer dan 60 kg of een BMI van meer dan 20mnodelleren. Het kan gebruikt worden om leerlingen t
kg/n? heeft geen effect meer op deze kans [Mul et allaten zien dat het altijd verstandig is om de zihea en
2001]. toepasbaarheid van een wiskundig model te ondeeroek
en dat het de moeite loont om een onderbouwing geor
(3) Wiskundige modellen worden ook gebruikt om groei wiskundig model te zoeken.
van kinderen van verschillende afkomst met elkaar t
vergelijken. Denk bijvoorbeeld aan een vergelijkiven  Literatuur
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