In dit artikel beschrijft André Heck een modelleerproces van bruggen en bogen met gebruikmaking van ICT.

Modelleren van bruggen en bogen

vaak de voorkeur, maar wiskundig gezien voldoen
meerdere functies. Deze beweringen kunnen we
Directe aanleiding tot het schrijven van dit stukje is hegemakkelijk verifieren m.b.v. Coach 6 door een twigi
voorbeeldvraagstuk 4 uit het artikel van Jan Blankespoor ifoto van deze brug op te meten na correctie voor pe
het vorige Wiskunde D themanummer [1]. Hierin licht despectivische vervorming en daarna regressiekronuitée
cTWO-werkgroep voor toegepaste analyse 2 havo een tipjgten rekenen of andere functionele verbanden artka
van de sluier op van de voorgestelde inhoud en illustreelrengen. In Figuur 1 staat links de originele fetbrechts

dit aan de hand van vraagstukken. Het voorbeeldvraagstale rectificatie van het vlak gevormd door de rexdatet

4 is een toepassing van exponentiéle functies bij de bestyan de pylonen en de rechterzijde van het wegdekigg

Aanleiding

dering van een hangbrug.

Voorbeel dvraagstuk 4: De hangbrug

De vorm van een hangbrug (bij®
voorbeeld de Golden Gatebru
bij San Francisco) kan worden
voorgesteld door een functie
van het type

y=f(X)= e+ &).
Hierbij zijn a enc constanteny
enx zijn beide in meters uitge
drukt. Voor een hangbrug me
een weglengte van 100 meter geldt 2,5 en a=0,05
waarbijx loopt tussen -50 en +50.
a. Plot de grafiek va (x) in een geschikt venster. Bepaal

de maximale hoogte van de brug.

b.
ter dit voor je uitrekenen).

Bepaal de afgeleide vaih(x).

Toon aan dat de brug aan het begin en aan hetheind
steilst loopt.

Vanaf welk punt stijgtf (x) meer dan 25 cm per m?

c.
d.

e.

Wat mij onmiddellijk trof was dat de vorm van deadg-
kabel tussen de twee pylonen van de brug zonder to
lichting gelijkgesteld wordt aan een kettinglijm leen
eerder artikel [2] over beeldrectificatie van dadgt foto’s
en video'’s heb ik toevalligerwijs deze brug als noseld
gebruikt en opgemerkt dat uit metingen op de fdtjktb
dat de draagkabel prima beschreven kan worden eret e
dalparabool. Wie heeft er nu gelijk?

Het antwoord op de laatste vraag kan kort zijndeeiu-
teurs hebben voor het speciale geval van de GdBigr
brug in wiskundig opzicht gelijk, net als een depggsoon
die opmerkt dat de vorm een sinusoide is en eewmlesie
persoon die pleit voor een wiskundige functie vahtiipe

f(x) = cn(1+ al¥) . Omdat de doorhang van de draag-

kabel niet zo groot is kunnen we veel geparameterie
functies kiezen die in de buurt van x = 0 bij gélsieh
parameterkeuzes (dat wil eigenlijk zeggen bij velutte

inzoomen) nagenoeg gelijk aan elkaar zijn. De fienct
2

>benadert bijvoorbeeld de Kkettinglijn tussen

Y -
(-1,1) en (1,1) die door (0,0) gaat met een fougmaran
0,12%. Uiteraard heeft het simpelste functievoaifich

vanuit de camerapositie). De rechterkabel beviiatt na-
genoeg in dit vlak en wordt door de rectificatiewel een
kromme die verdacht veel weg heeft van een dalpatab

fig. 1 Rectificatie van de Golden Gatebrug

Waar is de brug meer dan 10 m hoog? (laat de compu de gerectificeerde foto is de schaling in haniate en

verticale richting niet gelijk. Dit veroorzaakt deeemde
verhouding van bruglengte en brughoogte. Voor de aa
van de kromme die de draagkabel geeft maakt dituiie
bij de eerder genoemde functionele verbanden.

In Figuur 2 is een schermafdruk te zien waarin est Ibij
een meting passende parabool van het yypea-x* opge-
%poord wordt door twee parameters op O vast terzelt
tegenstelling tot een grafische rekenmachine kurinje
Coach 6 parameterwaarden in een functietype vikékii
Dit is vooral handig in toepassingen waarin paranse¢en
fysische betekenis hebben (denk aan bijvoorbeeidvak
versnelling).
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fig. 2 kwadratische regressie in Coach 6




Een model van modelleren

Omdat er verschillende opvattingen over modellezen
haar rol in onderwijs bestaan [6] wil ik eerst mgigen
standpunt verduidelijken. Met opzet heb ik ald titen dit
artikel gekozen voormodellerenvan bruggen en bogen’
en me niet beperkt totwiskundig modellerén Onder
modelleren versta ik een cyclisch proces waarinazaal
activiteiten geschakeld zijn en waarin zowel wislige
als domeinspecifieke kennis en vaardigheden eespel
len bij het vat krijgen op en redeneren over eamse of
probleem uit de echte wereld. In het diagram inutigh
wordt het modelleerproces opgedeeld in 7 deelpseces
Het betreft de schematische beschrijving van mecdsil
Figuur 3 is een schermafdruk van een meting vavod®  volgens Blum en LeiR [7] waarbij verschillende mibeker-
van de draagkabel met de oorsprong van het asksahste stadia in de werkelijkheid en in de wiskundewertdier-
gelijk gekozen aan het laagste punt van de kalksktude scheiden worden. Bij wiskundig modelleren ligt hetent
twee pylonen. De grafieken van de eerder genoenigle w meer op deelprocessen 3 t/m 5.

kundige benaderingen van de kabel zijn in het szeht

diagram getekend. Het feit dat je bijna geen vekrsebsen )

de grafieken ziet geeft aan dat inderdaad alle Hvgsc rea /3\‘0 - ' noerstanding

fig. 3 Wiskundige benaderingen van een meting

model matical

vingen in wiskundig opzicht even goed zijn. model 2 simplifiying/
i35 siuation 3 mathematzin
Maar dit geldt niet voor de hangbrug waar het veelt)- real- 7 model 4 4 working 9
vraagstuk verder op ingaat: de overspanning haagt-d situation 6 - ‘ mathematically
voor te ver door. In figuur 4 zijn de grafiekenejend van real‘\_/ﬁmtesma“"a' g U‘afﬁgz;‘i:“m
een parabool en een kettinglijn die passen bijbrag van el 5 7 presenting

100 meter lengte en pylonen die 30,66 meter hoog Er Reality Mathematics

is nu wel een duidelijk verschil. fig. 5 Modelleercyclus volgens Blum en Leil3.

y_kettinglijn 305_
y_parabool

Er bestaan meer van dergelijke schema’s voor mastell
cycli [8]. Ze worden vooral gebruikt als theoretiscader
voor vakdidactische studies, om het ‘ideale moedelle
proces’ te beschrijven, modelleercompetenties tentie
leren en om problemen van leerlingen bij het medefi in

|||...|||’ﬂ kaart te brengen [9-11]. Ze geven niet aan dat tijdens
ey s Ao 0o s e het modelleerproces noodzakelijkerwijs alle fasen i
fig. 4 Kettinglijn en parabool als beschrijving ve genoemde volgorde doorloopt. Een gegeven computer-

draagkabel voor de brug uit het voorbeeldvraagstuk.  model kan best het vertrekpunt zijn om vat te krijgop

In het voorbeeldvraagstuk wordt de wiskundige fdemu €€N dynamisch verschijnsel en voor het construgesn
van een kettinglijn zonder enige motivering gepodee ©€N Wiskundig model kan het nodig zijn eerst deveaige
voor de vorm van een draagkabel van een hangbragr M ken_ms van wis- en natuurkunde op te frissen oftait
waarom zou deze vorm eigenlijk hetzelfde zijn as\an  Preiden. Blomhgj en Jensen [12] geven een voorbesid
een hangende ketting [3,4]? Toegegeven, het volokbee €€N Ieson;werp uit de farmacologie waarin het mo@n
vraagstuk gaat niet over het modelleren van eeplkamn mathematlsgren in omgekeerd(_e volgorde gebeurtit eers
een hangbrug. Deze context is alleen maar eenrhijig wordt experimenteel een geschikte formule voor de-c
verhaaltje in een som die in werkelijkheid gaatrogen ~ Centratie van een verdovingsmiddel bepaald en pamel
onderzoekje m.b.v. ICT naar een wiskundige uitdmggk WOrdt een 2-compartimentmodel ontwikkeld dat deogev
met e-machten. Dit is jammer want leerlingen krijggp ~ d€n formule als oplossing heeft.

deze wijze een onrealistisch beeld van toepassangws-

kunde en analyse in het bijzonder. Ook betekent het opsplitsen van de modelleercyietsdat

de kennis en vaardigheden bij elk deelproces afatijid
Een wiskundige beschrijving van de vorm van eeragha geleerd en geoefend moeten worden. Dan kom je ijuist
kabel van een hangbrug en van de vorm van een hdege valkuilen terecht zoals het zomaar weggeven vamites
ketting is mijns inziens een geschikt onderwerp legr- N contexten of het modelleren van fenomenen zowaler
lingen bezig te laten zijn met modelleren. Deze imgis ~ datie van het model door vergeliking met ervarmge
gebaseerd op ervaringen met een praktische ofidrach ~ OPservaties, experimentele gegevens of met theoheti
vwo leerlingen [5]. Hier gaat de rest van dit eetilover. kennis. Dit is eigenlijk alleen te rechtvaardigeanmeer
Tevens wil ik ingaan op een model van het modeiieer MeN slechts voor even wil inzoomen op een bepaalelt f

ces en het gebruik hiervan voor het ontwerp vamdgs-  V@n het modelleerproces, bijvoorbeeld om zich op ee
riaal. Dit onderwerp dient als casus hiervoor kernconcept of een basistechniek te concentreren. kdn

dan in het lesmateriaal voldoende informatie opnenie



de op dat moment minder belangrijk beschouwde deelks bij grote overspanningen (meer dan 500 meteg. D

processen sterk vereenvoudigen, zo niet trividiseMaar

voetgangers-touwbrug, met het flexibele loopgedeedttet

als men modelleren serieus neemt, dan ontkomt memeer denken aan een hangende Kketting, terwijl &ij d

volgens mij niet aan de verplichting om leerlingeeer-
dere keren alle stappen van het modelleerprocéaten
doorlopen, ongeacht de tijd die hiervoor uitgetmkknoet
worden.

Een schema voor een modelleercyclus kan ook eerabbu

bieden aan auteurs van lesmateriaal waarin modaller

centraal staat. Dit is geen loos advies want menider-
wijsontwikkelaar kan de verleiding niet weerstaam o
leerlingen al vrij snel bloot te stellen aan hetdelteren
van complexe systemen. Nadeel is dan dat eenrlgdyij
het gegeven probleem niet alle facetten in elkp gte de

modelleercyclus kan overzien en dat de auteurseim e

poging om de situatie zo eenvoudig mogelijk te @nésren
eindigen met modellen die weinig of geen realitestarde
en voorspellingsmogelijkheden hebben. Als je wéit den
leerling de hele modelleercyclus kan doorlopen, idamet
naar mijn mening verstandig juist voor simpele, mask-
inhoudelijk rijke onderwerpen te kiezen. Pas als leer-
ling voldoende kennis en ervaring met modelleregeep
daan heeft en een solide basis van wiskundige gruma
wetenschappelijke kennis en vaardigheden heeftorsen
is bestudering van complexere systemen mogelijk past

dan goed in een grotere praktische opdracht ofein e

profielwerkstuk.

In het vervolg van dit artikel zal ik het scheman\Blum
en Leil3 nader toelichten en dit gebruiken om eegatijke
route te beschrijven voor het vinden en beargumente
van een wiskundige formule voor de vorm van eemagha
kabel van een hangbrug en voor de vorm van eerehaeg
ketting. Ik hoop te kunnen demonstreren dat in denge-
lijk simpel ogend probleem heel veel interessante en
natuurkunde zit die voor vwo-leerlingen met behuim
ICT zowel toegankelijk als uitdagend is.

Modelleren van hangbruggen en kettingen

Vat krijgen op de probleemsituatie

fig. 6 De Keshwa Chaca brug en de Ponte de 239 Abri

Bij een hangbrug kun je denken aan een touwbrugem
speeltuin of uit films die zich afspelen in de jleygf aan
een voetgangersbrug uit het Inca tijdperk zoal&eehwa
Chaca, maar ook aan bruggen zoals de Golden Qagerbr
Los Angeles, de hier sterk op lijkende Ponte d@RS! in

Lissabon of de Clifton hangbrug in Bristol, UK. In
Nederland komen geen hangbruggen voor vanwege de

bodemgesteldheid en omdat dit type brug pas adwatigd

andere voorbeelden van hangbruggen de hangkabels de
belasting op de brug overbrengen op twee draagkalel
tussen twee pylonen zijn opgehangen en in landleoofd
zijn verankerd. Schematisch ziet dit type hangteugls
volgt uit;

zijoverspanning haofdoverspanning

; MWNH fm-rfﬂ/i Tﬁﬁ\

™

o

steunbalk  pyloon  droag-  wegdek  hangkabel basisvan  zijpyloon
kakel pyleon

fig. 7 Schematische tekening van een klassiekgbnag

In bovenstaand schema zijn allerlei verondersigdin
opgenomen die in werkelijkheid niet altijd waar hee te
zijn: pylonen zijn even hoog verondersteld, het dedg
loopt horizontaal en is zo star dat het niet doigthule
zijoverspanning is nodig om te voorkomen dat spactir
ten in de draagkabel de pylonen omver trekikdet andere
woorden, we stellen ons de ideale hangbrug voordem
wiskundige vorm van de hoofdoverspanning te bestude
We hebben ons een mentaal beeld van de echteissituat
gevormd. Dit wordt in het model van Blum en Leil he
situatiemodel genoemd. Het mentale beeld van datist
komt vaak onbewust tot stand door informele kerems
ervaring alsmede door disciplinaire kennis. Zo'nntaal
beeld kan visueel zijn in de vorm van grafischerespen-
aties, maar ook meer analytisch gestructureerdyiabo-
len en verbale beschrijvingen. Dit hangt meestal per-
soonlijke voorkeuren af.

Een goede afbakening van het probleem valt ook ramete
proces van vat krijgen op de probleemsituatie.rs geval
zijn we niet zozeer geinteresseerd in een meetgarmbn-
structie zoals in onderstaande figuur 8, waarirhdefd-
overspanning in een dynamisch meetkunde pakketa-ben
derd is met een kegelsnede. Wij willen daarentegem
codrdinatensysteem invoeren met de horizontaleaeslgl
aan het brugwegdek en hiermee de vorm van de heafdo
spanning via een wiskundige functie beschrijven.

fig. 8 Kegelsnede in Cabri geconstrueerd langs
de hoofdoverspanning van de Ponte de 2B Ab



Vereenvoudigen en structureren

De vereenvoudiging en structurering gaat in de rihegie
cyclus bewust verder tot een ‘model van de wekedid’
gecreéerd is met een concrete vraagstelling. Hekero
naar de essentie van het probleem en het transfenman
een situatiemodel tot een zo eenvoudig, van aileaflei-

dende bijkomstigheden ontdaan en meer abstract Imod

van de werkelijkheid is vaak een fase van grotatorieit.
Christiaan Huygens heeft op zeventienjarige lekftijzijn
studie over de vorm van een hangende ketting ofckbet
lumineuze idee gekregen om de ketting op te vati®een
serie gelijke gewichten die op gelijke afstandemgtaeen
gewichtsloos, niet-rekbaar koord hangen (Figuur [3j.
klopt natuurlijk niet, maar het is een benaderiig laeter
wordt naarmate je meer gewichten op kortere ormdgli
afstand neemt. In het limietgeval komt deze benager
overeen met de exacte oplossing van het oorspiigkekel
probleem.

AT

een kettinglijn

fig. 9 Tekening van door Huyggrs§
Uitgaande van een brugwegdek met een uniforme verd
ling van het gewicht en draag- en hangkabels vawaaa-
loosbaar gewicht kunnen we een hangbrug ook inavetb
brengen met opgehangen gewichten. Alleen moetegede
wichten nu op gelijke horizontale afstand opgehanger-
den en niet op gelijke afstanden langs het koord.

Mathematiseren

Als model van de werkelijkheid nemen we in navaigin
van Huygens een flexibele, niet-rekbare ketting mest
waarloosbaar gewicht waaraan in serie op gelijk&atien
gelijke gewichten opgehangen zijn. We zullen twiteas
ties onderzoeken: (1) gewichten op gelijke ondgdihori-
zontale afstand en (2) gewichten op gelijke ondgdi
afstand langs het koord. Er zijn allerlei manieoen van
hieruit tot een wiskundig model te komen en ditdesr
wiskundig uit te werken. Jan van de Craats [3] éaak
Pieter Hart [4] gebruiken bijvoorbeeld elementdiennis
over krachten en krachtenevenwichten om tot eefe-dif
rentiaalvergelijking te komen en vervolgens anagfti op
te lossen. De kettinglijnformule is in zijn eenvayste
gedaante (bij geschikte keuze van oorsprong erlisgha

e+e

gelijk aan y = cosh( x) = . In deze aanpak gaat het

mathematiseren vooraf aan de wiskundige uitwerklkg.
wil hier laten zien dat een voorafgaand experingngs

ICT-gebaseerd onderzoek ook mogelijk is en tot diep
inzicht kan leiden. Dit werk ligt ten grondslag aeen wis-
kundig model dat ook door natuurkundige basisppesi
onderbouwd is en dat via computersimulaties leatt t
benaderingen van kettinglijnen en draagkabels \a&mgh
bruggen.

Eiguur 10 is een schermafdruk van een Coach 6itmitiv
waarin een experimentele opstelling gebouwd entgefo
grafeerd is met vijf gelijke gewichten die zodamhigves-
tigd zijn dat de onderlinge horizontale afstanden de
horizontale afstanden van de buitenste gewichtérdéo
ophangpunten gelijk zijn. Een assenstelsel met ae o
sprong in het laagste punt is gekozen en de cadtetinvan

de ophangpunten en de knikpunten in het draagkagmrd
met een simpele muisklik vastgelegd. Deze metingl®p
digitale foto levert de grafische weergave van dead-
segmenten in het diagramvenster aan de rechted@nt
Met het gereedschap in Coach om hellingen in drafie
op te meten kunnen leerlingen experimenteel achlnh
dat de hellingen van de draadsegmenten rechts gan h
laagste punt een vaste verhouding 1:3:5 zoudeneékunn
hebben. Door digitale hoekmetingen in de foto kunde
hellingen op een tweede manier bepaald worden zodat
controle van metingen ingebouwd kan worden. Doot me
meer gewichten en verschillende onderlinge afstande
experimenteren kunnen leerlingen er gemakkelijktexeh
komen dat dit niet afhangt van de massa van de-opge
hangen gewichten (onder de aanname dat ze all&veal
veel wegen), dat deze vaste verhoudingen ook cgirbi
gelijk onderlinge afstanden van de gewichten ladgs
draad en dat de onderlinge afstanden hierin gdespeden.
Essentieel is alleen dat de ophanging zodanig gelat
een symmetrische figuur ontstaat (symmetrisch iry-ds

bij onze keuze van het assenstelsel).

fig. 10 Metingen in een digitale foto.

Nu kun je de vaste verhouding van hellingen weljlgel
gaan gebruiken om via een computermodel hangende
kettingen en draagkabels van hangbruggen te moeiele
maar het eigenlijk veel interessanter en leerzameeens
goed na te denken en een verklaring te vinden heor
gevonden resultaat van vaste verhoudingen vambpehi
volgens de reeks 1:3:5:7:... Ook nu draait allegrwam
krachten en evenwicht van krachten, maar het is een
voudiger dan in menige beschrijving [3,4] omdatalleen

te maken hebben met puntkrachten, d.w.z. met leadtie
maar op €én punt van een lichaam ingrijpen. Dabaolk,
desnoods met hulp van de docent, een haalbareikamnet
leerlingen blijkt uit onderstaande uitleg van twé&ewo
leerlingen in een klasexperiment [5]:



“Zie het plaatje hieronder (Figuur 12). Als zwalreeht  is, dat de oorspong van het assenstelsel gelijkfasn en
hebben wij als voorbeeld 100 N genomen. dat de eerste helling richtingscoefficiént 1 heBfan zijn
Bij A is de spankracht in de twee delen van deikgtt de codrdinaten van opeenvolgende punten aan dérech
gelijk. De verticale componenten van de spankradght kant gelijk aan (0,0), (1,1), (2,4), (3,9), ..., ofid de
dus samen 100 N, en enkel 50 N. De horizontale oemp punten liggen op de standaardparabgot x°. Als de
nenten zijn overal gelijk en heffen elkaar op, diear onderlinge afstand van de gewichten langs de dgeéjk
hebben we het verder niet over. aan elkaar gekozen wordt, dan volgt uit de vastbote
De linker spankracht van B is gelijk aan de spariira dingen van de hellingen eenvoudigweg dat de knitgpun
(links of rechts) van A. Dus de verticale component die  niet op een parabool kunnen liggen. Onduidelijias nog
spankracht in A is gelijk aan de verticale companvam de  wel welke functie gekozen kan worden opdat de kinikp
linker spankracht in B. Deze verticale component ¥a  ten op de grafiek van deze functie liggen.

heeft dezelfde richting als de zwaartekracht. Samijerze

dus 150 N. De verticale component van de rechten-sp Belangrijk hier is dat de leerlingen een gemeensoéigk
kracht van B moet gelijk zijn aan de zwaartekraghtde ~ Puntin de verschillende wiskundige vormen van gétein
ander verticale component, dus 150 5@ = 150, dus dat &an €en hangende ketting gevonden hebben bij eemesy
klopt. Als je dan verder redeneert moet de veeical trisSche ophanging, nl. de vaste verhoudingen vazeop
component van de rechter spankracht van C gefikagin ~ volgende draadsegmenten. Voor hen hebben danaile h
5x50 = 250 N. gende kettingen en alle hangbruggen een gelijkigeort
De rechter spankracht van B en de linker spankremhic ~ Pasisvorm. Het feit dat ze het al lang niet meabke over
ziin weer gelijk aan elkaar. Dus de verticale comgra ~ di€ €né ophanging blijkt wel uit hun taalgebruilals
ook Dat maakt dus dat, samen met de zwaartekrdeht, ZWaartekracht hebben wij als voorbedl@d N genomen.
totale kracht naar beneden dus 250 N is. Dus meet d2€ Mmassa van de gewichten doet er voor de leerlings
kracht naar boven ook 250 N zijn. Dus de verticale!®€- Enige noodzaak is dat de gewichten gelik &m
component van de rechter spankracht van C is dag\e5 SYmmetrisch opgehangen zijn: “Als een boog symisiri
De verhouding 1:3:5 klopt dus. is en op__all_e punten een even zware kraeditdt uitgeoe-
Conclusie: Als een boog symmetrisch is en op alietgn  €nd, krijg je dus_altiideen vorm van een parabool met

een even zware kracht wordt uitgeoefend, krijgue dltijd ~ Nellingen die zich verhouden als 1:3:5:7 ... enz.e D
een vorm van een parabool met hellingen die zictPnderstreepte woorden duiden er op dat veralgeeremis
verhouden als 1:3:5:7 ... enz.” van het probleem uit de werkelijkheid heeft plaatsg

vonden.

| / Om van het wiskundig model naar modeluitkomsten te
N komen kunnen twee routes bewandeld worden, namelijk
een klassieke route met pen en papier waarin egat al
braische/analytische aanpak via differentiaalvgkigen
beproefd wordt en een route waarin met een computer
model aan een numerieke benadering gewerkt worelt. H
idee is dat leerlingen met een geschikte computéetno
leeromgeving een instrument in handen hebben omirook
meer realistische situaties problemen aan te pataar-
voor de analytische mathematische behandelingrbhite
bereik ligt. In een advies aan de gezamenlijke -beta
nieuwingscommissies [14] staat letterlijk: “Daardéaijgt
modelleren een meer realistisch karakter en kumietxi-
teiten als experimentele toetsing, modelevaluatiepeo-
bleemdefinitie meer betekenis krijgen. Bovendien ka-
doende de relatie met ‘echte’ modelleerproblemea)sz
die spelen in de beroepspraktijk en in het maapguigk
debat, beter inzichtelijk gemaakt worden.”

F:._'J
T”f Wiskundig uitwerken

Vo le Cornperan ey, |
e Fa; en Faqa SL""""|I

Bij het wiskundige werk om een oplossing te vindem
een wiskundig model kan het nuttig zijn om techg@dn
te zetten voor het maken van grafische representémiok
| van opgespoorde algebraische verbanden), voor diet b

*; palen van een regressiekromme bij data, en vooddmat
_ e _ - i rekenen van enkele gevallen. Wiskundigen zijn gesrs
fig. 12 Schets van leerlingen bij hun toelichting. in het algemeen terughoudend in het gebruik van b§T

wiskundig modelleren, ook als het om berekenen van
modeluitkomsten gaat. Zij grijpen niet bij het mof

geringste naar rekenmachines en computerprogramma’s
maar ze proberen het mathematiseringsproces dast go

Met de redenering van de leerlingen en de maniareopa
ze het verwoorden is niet veel mis. Hun conclukiatsop
de situatie waarin de gewichten op gelijke horiatsiaf-
stand van elkaar hangen. Stel dat deze afstan# gah 1



nadenken en puzzelen met pen en papier in veekaliev

als in onderstaande figuur 14. Over de betekenis dea

banen te leiden en ze proberen eigenschappen veelimo grafische componenten volgt later in dit artikeleme

uitkomsten af te leiden door zorgvuldig het mathiisoh
model te analyseren alvorens oplossingen ook eithie u
rekenen. In feite hebben de leerlingen in het loeeh
beschreven werk ICT alleen ingezet om tot een gdee

van verhoudingen tussen opeenvolgende hellingen va
draadsegmenten te komen en is er daarna denkwerte aa

pas gekomen om het resultaat te verklaren. Meteditl-

taat in handen hebben ze kunnen verklaren wanreer d
knikpunten van een kabel al dan niet op een patabodg

liggen. De wiskundige formule van de kettinglijnbhen
ze daarbij nog niet gevonden. Eerlijk gezegd viltodk
buiten bereik van leerlingen in 4-vwo die nog miain
differentiaalvergelijkingen gehoord hebben.

Wat wel goed mogelijk is na de experimentele beringe
en de theoretische fundering is een computermadwejle

N 11
TFEEEINEEEEEE]

Diagram o,

+ ¥ (em)
. 35F gemeten’r @m)

lengts fem) - kmax

dy [om]

¥ [em]
x{cm)

5 10 15

[IETRIETTR .
-15 10 -5

Oplasser, Euler

fig. 14 Grafisch modelprogramma voor kettinglijn

Deze schermafdruk illustreert dat een grafisch rieee
gereedschap niet uitsluitend voor dynamische system
ingezet wordt, maar eigenlijk meer een grafisclveén en

met behulp van een programmeeromgeving of systeenyeergave van een computermodel is. Een overgang naa

dynamische software. Een leerling kan bijvoorbeedsh
hangende ideale ketting benaderen met een seriequéan
distant geplaatste kraaltjes van gelijk gewichgjuler 13 is
een schermafdruk van een Coach 6 activiteit waeein
computerprogramma een kettinglijn benadert. Hierieen
computermodel te zien waarin een halsketting vaeree
lengte L in 2N gelijke stukken verdeeld wordt erit- u
gaande van een zekere helling naar rechts in hgsta
punt, de ligging van opeenvolgende kettingsegmehten

een tekst-gebaseerde weergave van het model irodelm
leeromgeving van Coach maakt dit ook aan leerlingen
zonneklaar.

In een klasexperiment in 5-vwo, al uitgevoerd i®20net
Coach 5, hebben leerlingen met succes en voldoernéng
de tekst-gebaseerde modelleeromgeving gepuzzeldeop
vraag hoe uit de verhoudingen 1:3:5:7:... van opelenvo
gende hellingen van draadsegmenten met knikpunpen o

rekend wordt door opeenvolgende hellingen te bepalegelijke horizontale afstand juist een parabool $tand
volgens de opeenvolgende verhoudingen 1:3:5:7:9:e.. Dkomt. In hun praktische opdracht, die sindsdiendaard-

posities van de knikpunten worden berekend m.letriel

gonometrische formulel+ tarf a = . Het diagram

cos a
rechtsboven in Figuur 13 laat de berekende kromiewe z
samen met de gemeten punten op de hangende ketting.

Programmeren - Programma ~ m = |[BiEgan . mix

N = 100 ' aantal segmenten naar rechts
L =80 * lengte van ketting in cm

ho = 0,041 ' starthelling

yo = u,1 ' verticale verplaatsing in cm

L = L/(2xN) ' lengte uan een segment
x = 0
v = y8
h - ha
S1atp
Repeteer H
X = x + L/sqrt(1+h°2) ' bereken volgende x coord.
y - y + Lah/sqrt{1+h"2) * bereken volgende y coord.
h = h + 2xh8 * update helling
Slalp
Tothier

' kies starthelling

fig. 13 Coach programma voor kettinglijn

Wie een leerstijl heeft die meer visueel georiémtes kan
als alternatief een grafisch modelleervenster gkénuzo-

onderdeel van de Coach distributie is, begonnemetehet
computerprogramma in Figuur 15. Het modelvenster is
hierin verdeeld in twee delen: links staat het elijje
model, rechts de beginwaarden. Je ziet: x begirit-Be

y met 25. Verder is dx gelijk aan 1. Dit laatsteelient dat

X steeds toeneemt met stapgrootte 1. Links ziogederst

dy berekend wordt en dan de nieuwe x- en y-wadbdar-

na begint het spel weer van voor af aan: linkst staacode
van een herhalingslus. Het model wordt doorgerekend
totdat x > 5. Het diagramvenster laat zien datelekende
punten op de standaardparabool yiggen.

sl
dy::2*x+1;|x: ;l

d.
® = ® + dx £
yi=yrdy v
Als x>5 Dan

Stop
EindAls

L oo~ =

fig. 15 Coach programma voor de standaardparabool

Geen van de leerlingen had moeite met het begriypen

dit computerprogramma. Het gepuzzel kwam pas in de
tweede opdracht waarin gevraagd werd om het prageam
zodanig aan te passen dat het ook werkt voor ede- wi
keurige stapgrootte dx, onder de voorwaarde ddbraheu-

le y = % niet gebruikt wordt. Behalve hun antwoord moes-
ten leerlingen in hun verslag ook opschrijven heeta



werk gegaan waren en, in het geval ze per toevaitedp
antwoord waren gestuit, aantonen waarom het wéikt.
vereiste inventiviteit en groot doorzettingsvermogan de
leerlingen om te komen tot de computerregel

dy = 2*x*dx + dx"2.
Meestal begonnen de leerlingen eerst met het b&smd
van een tweede concreet geval, bijvoorbeeld dx ef %,
om vandaar uit naar het algemene geval te gaameln
derde opdracht werd de moeilijkheidsgraad verdeyeep
voerd: nu moest een model gemaakt worden vooréetl g
de ophangpunten de punten (0,10) en (10,10) zijinetn
laagste punt (5,5) is. Ook moesten ze de formute de
parabool waarop de punten liggen bepalen. Eenirigerl
schreef over haar aanpak: “Van verschillende person
kreeg ik te horen: ‘Hoe kom je erop! tja, dat wiebok in
de meeste gevallen niet echt te beschrijven. Vapisrhet
heel gewoon dat ik het bewuste vraagstuk op dieienan
oplos, maar voor anderen is dat een raadsielheb hen
geprobeerd uit te leggen dat ik heel systematisciverk

ling h. Omdat bij een hangbrug de belasting constant is i
de horizontale richting, is ook de hellingstoenasnestant
per eenheid van horizontale afstand. Met andere deoo
dy_dn_1
d¢ dx ¢’
voor zekere constante Bij een ketting, die met het eigen
gewicht (dus in de richting van de ketting zelf)lds¢
wordt, is de hellingstoename constant per eenheid v

kettinglengte. Hieruit volgt:
d 2
= 1+ —|
dx dl dx c (d:j

d’y _dh_dh_dl_1
voor zekere constante In verkorte notatie:

¢ «
.1 2
y :E\/1+(Y) :
waarbijc een constante is. Als we de lengte-eenheid in het
vlak schalen met, met andere woorden als we overstap-

pen op dimensieloze grootheden, dan krijgen weveege-

ben gegaan wanneer ik een algemeen geldende formdigking voor de kettinglijn in zijn eenvoudigste :

probeerde te vinden. Eerst maakte ik een tabelaanud
haalde ik de formule, voor een bepaalde waardedvan
Wanneer ik dit aan mijn klasgenoten vertelde vreeg
aantal van deze ‘maar waarom doe je dat dan’, @reva?
Het leek mij nogal voor de hand liggen dit op dezmier
te doen, hoe maak je een formule van een grafieér d
verschillende punten te weten en daar een verhsmsbn
te vinden. Maar goed, ik had zo verschillende fdesen

y =y 1+(y)
waaraan inderdaad als oplossing voldoet
y =cosh(x) = © +28
De afleiding van differentiaalvergelijkingen en hea-
denken over eigenschappen van oplossingen hiersan i
overigens een belangrijke onderdeel van dit typeletie-

uit die formules moest een algemeen geldende fermulien, voor het modelleren van een hangbrug kunnerbii

gemaakt worden. En dat is nu juist wat ik echt ddige
vind, net zo lang puzzelen totdat je weet ‘dit i®.'e
Wanneer je de opdracht op deze manier aanpakieheti |
snel het antwoord. Opdracht drie ging vrijwel ozelé&e
manier. Maar was al iets lastiger. Mede doordatiner
beginwaarde van dy niet direct een verband wasntien.
Maar na even puzzelen, kwam ik ook hier vrij snelhet
juiste spoor en wist ik al snel de algemene formele
formuleren.”

Behalve een illustratie van de aanpak van eenifgerlis
dit citaat ook een verwoording van de appreciatie de
opdracht door deze leerling. Mijn ervaring was srdat
veel leerlingen het leuk vinden en er een voldaavoel
aan overhouden als ze, na veel proberen, de gqeds-o
sing van een probleem gevonden hebben.

Daarnaast mag niet onvermeld blijven dat de wisigend
uitwerking van de vaste verhoudingen van opeenvalge
hellingen ook kan leiden tot de differentiaalveijgeig die
de vorm van een hangbrug bepaalt. Een leerlinghbian
voorbeeld in een computermodel zelf uitproberenvast
waarlozing van de kwadratische term dx”2 in de medgel
dy = 2*x*dx + dx"2 voor kleine waarden van dx nit'n
groot verschil in het resultaat van een simulatigaka
Voor kleine stapgrootte geldt de linearisatie=d@2*x*dx.
In het limietgeval geldt dug/' = 2x. Ziehier een differen-
tiaalvergelijking voor de parabool van de vaxm c.

Modellering van bruggen en bogen op basis van jgadbi
sende differentiaalvergelijkingen behoort natukriip de
hogere vwo-klassen tot de mogelijkheden. Samematte
kunnen we stellen dat alle krommen die we intudseke-

verschillende wegen bewandeld worden. Een meeunatu
kundige aanpak gebruikt het gegeven dat een ketting
hangt dat de potentiéle energie minimaal is. Vapdten-
tiéle energie van een hangende ketting met unifaticiet-
heid p en ophangpunten bij=-aenx =akunnen we de
volgende uitdrukking opschrijven (met valversnejl@):

Erot = Pqu_: y\ll+( y)z dx.

Voor het minimaliseren van deze integraal passerdeve
vergelijkingen van Euler-Lagrange toe:
_OF _ 0

d(dF
a5
Voor ons probleem geldtF (x,y,y) = w/1+( y)* . Toe-
passing van het Euler-Lagrange formalisme geeft dan
yoy =1+(y) .
Aan weerszijden vermenigvuldigen myeen herschrijven
leidt tot de differentiaalvergelijking
Yy _y
1+(y) Y
Integratie aan weerszijden levert, voor het gey) =1
en y'(0) = 0, de volgende differentiaalvergelijking op:

y= 1+(y)2 }
Samen met de eerder genoemde differentiaalverigelijk

y'= ‘/1+(y)2

krijgen we dan de vergelijking
y'=y.

S[*F(xy,y)dx=0=
X

ken hebben bepaald worden door de toename vanlde he



Ondertussen hebben we al veel differentiaalveigetien  verwijzing naar de methode van data fitting, dat de
gevonden waar de kettinglijn aan moet voldoen eseon ‘voorspelkracht’ vele malen zwaarder weegt dan de
de gedane veronderstellingenyis coshk) steeds de op- ‘beschrijffkracht’. Wat het eerste punt betreft: aenfron-
lossing. tatie van het wiskundige model en de werkelijkhegdh
hangende kettingen en hangbruggen is in de gekozen
Dynamische modelleersoftware biedt uitkomst wanmeer opbouw van een praktische opdracht over modelleaen
differentiaalvergelijkingen niet analytisch oplosbaijn of  bruggen en bogen bijna nooit uit het oog geweeit. B
het analytisch oplossen buiten bereik van leerlingalt.  voorbeeld, bij de uitwerking van het wiskundige mlod
Figuur 16 is een schermafdruk van een grafisch miode voor een hangende ketting in de vorm van een canput
Coach 6 dat een beginwaardenprobleem represenieert. model (Figuur 13) hebben we de uitkomsten van een
betekenis van de iconen is vergelijkbaar met diaridere  modelberekening al gelijk vergeleken met de metinge
systeemdynamische software zoals Powersim en STELLAde betreffende halsketting. Voor de Golden Gatey bsu
er bestaan iconen voor toestandsvariabelen (reekting, een vergelijking van model en meting (in gereatifide
stroomvariabelen (dubbele pijlen met een driehoekeat digitale foto) te zien in Figuur 17. Dit grafischemputer-
midden), hulpvariabelen (cirkels), constanten @skmet model is gebaseerd op een model van de draagk#bel v
‘handvaten’), relaties (enkele pijl), en voor hpésificeren  kna rechte schakels waarvan de knikpunten op vaste hor
van beginwaarden (gestippelde pijlen). Een stropmpi zontale afstand van elkaar liggen opdat de parabool
begint of eindigt altijd in een toestandsvariabefegeeft zoals we inmiddels weten, ontstaat.
(een deel van) de verandering van de toestand Ran.
inkomende relatiepijlen van variabele worden gektram
expliciet in het grafische model aan te geven wgeze
variabele van afhangt. De gele sticker in de sché&drk,
die alleen tevoorschijn komt als je de cursor dgtjet
boven het icoon houdt, toont de formule die de néeaing

van de helling specificeer%(\/1+ h?).

y(m 120

gemeten (m) | o

100

D0 oL [no s @ E BB Vo N
fig. 17 Coach programma voor de Golden Gate hangbr
¥ . . . .
De voorspelkracht van het wiskundige model zit aban
‘ ruime toepasbaarheid van de gekozen aanpak. Steleda
ﬁ ‘ interesse hebben in de wiskundige vorm van eendmatey
. B L m ketting waaraan in het laagste punt nog een hgagert
vorowommy hangt, dan kunnen we deze situatie modelleren dibde

fig. 16 Coach model van een beginwaardenprobleem gaan van een setie gewichten op gelijke afstangsiaen
koord waarvan alle gewichten even zwaar zijn optjeen

Samengevat, geef je via het grafische model op avelkna: in het laagste punt hangt een zwaarder gewitettde-
grootheden in het wiskundige model een rol speteat( zelfde redenering over krachten en krachtenevenerich
onderscheid tussen parameters, rekengroothedemeen tyynnen we dan tewerk gaan. Hetzelfde geldt als we d
standsvariabelen), hoe ze van elkaar afhangenewelk  \yiskundige vorm willen bepalen van twee touwen \@aar
mules voor grootheden precies gebruikt worden eikeve een schommelstoeltie hangt dat minder breed is cian
waarden de constanten hebben. Het grafische mantelt w onderlinge afstand van de ophangpunten. In deze\ias
automatisch vertaald naar een stel vergelijkingEnap  modelleren is de belangrijkste competentie voorlitegen
hun beurt gebruikt worden in een computersimulaéie  om oplossingen en oplossingsmethoden die ze voor ee

het model. In ons voorbeeldds= 1 eny(0) = 1; dan bena-  speciaal geval gevonden hebben te generaliseren.
dert de berekende numerieke oplossing de exactssipy

y = coshk). De grafiek in figuur 16 illustreert dit. Dit voo  De voorspelkracht van ons model komt ook tot uifingle
beeld van computermodellering en andere voorbeelien mogelijkheden die verworven zijn om bij gegevengten
dit artikel wekken overigens de terechte indrukldaeen  van een ketting en bij gegeven afstand tussen twee
gegeven wiskundig model nog verschillende maniesen  ophangpunten de ‘doorhang’ van de hangende ketting
computermodellering door leerlingen mogelijk zigelfs  bepalen of om bij een hangbrug met een hoofdoverspa
bij inzet van alleen een grafische modelleeromggvin ning van gegeven lengte en pylonen van gegeventdaeg
lengte van de draagkabel te bepalen.
I nterpreteren en valideren van het wiskundige model
In zijn oratie aan de Wageningen Universiteit [b8emt  Leerlingen geven blijk van een goed kunnen integoes
Jaap Molenaar twee zaken van belang voor de ‘keiélit van wiskundige resultaten in de reéle context doepas-
van een model. Hij noemt een model ‘goed’ als (&) h selijk wiskundig taalgebruik. Dit houdt bovendiendat ze
model de beschikbare waarnemingen goed beschriffe  niet alleen getallen of formules als wiskundigeospingen
het model voorspellingen mogelijk maakt die, naifirer zien, maar ook grafieken of computermodellen.
catie, goed blijken te kloppen. Tevens merkt hij opder



Validering van een model betekent met name heteligrg Noten

ken van resultaten met metingen en observatieseen ejq)
kritisch kijken naar het eigen wiskundig handelennaar

de gevonden oplossingen. Een modelleur moet héielef 2]
ben om vragen te stellen bij het eigen modelleegsote
reflecteren op veronderstellingen en implicatiesvan, en 3
zonodig veranderingen in het model aan te brendgen o
alternatieven te proberen. Dit vergroot de kansuagres. [4]
Voor onderwijs in modelleren betekent dit dat legyén in

hun werk de kans moeten krijgen deze facetten vays)
modelleren onder ogen te krijgen. Zo leren ze @ehtren
beperkingen van modellen kennen en wordt een werk-
houding gestimuleerd waarin het de normaal gevonden
wordt om van fouten te leren en actief op zoekijtermar
alternatieven.

) 6
Conclusie (6]

Ik hoop de volgende doelen gerealiseerd te hebben:

* Het misverstand over de wiskundige vorm van han 7]
gende kettingen en hangbruggen is weggenomen: het
verschil tussen parabool en kettinglijn is duidelij

* Het voorbeeld van modelleren van bruggen en bogen
illustreert goed dat bij modelleren van realistesch
problemen verschillende methoden van aanpak en tal-
loze middelen inzetbaar zijn, variérend van al expe
menterend aan de slag zijn of met een computermodel
in de weer zijn tot algebraisch/analytisch formeiter
en met pen en papier oplossen. Ik onderschrijf d
conclusie van Bert Zwaneveld [16] dat de aanpak biT
elk modelleerprobleem de belangrijkste stap is @&n d
je daarbij moet durven iets te proberen.
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