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Puntenverdeling: Elk opgaveonderdeel is 0,1 of 2 punten waard.

Opgave 1.

(a)

(b)

Het minimumpolynoom van /2 is gelijk aan X3 — 2. De nulpunten van dit poly-
noom zijn v/2,(3v/2,(3v/2. Omdat (3 ¢ Q(v/2) C R, zien we dat Q(+v/2)/Q niet
normaal is. De uitbreiding is separabel, want het is een eindige lichaamsuitbreiding
in karakteristiek 0. De uitbreiding is niet Galois.

Deze uitbreiding is niet separabel, want het minimumpolynoom f = X7 — t heeft
één T-voudig nulpunt over F7(¢)[X]/(X7 — t). De uitbreiding is normaal, want het
minimumpolynoom f splitst in lineaire factoren. De uitbreiding is niet Galois.

Stel voor een tegenspraak dat de uitbreiding Q(«)/Q normaal is. Het element o € C
is nulpunt van het polynoom f = (X2 —1)2 — 3 € Q[X]. Uitwerken geeft f =
X4-2X241-3 = X*—-2X?—-2. Dit polyooom is Eisenstein bij 2 en dus irreducibel.
De uitbreiding Q(a) /Q heeft dus graad 4. Omdat 14++/2 > 0 geldt o € Ren Q(a) C R.
Zij € C een kwadratische wortel van het element 1 — /3 € R. Dan geldt f(3) = 0.
Omdat f irreducibel is volgt uit de aanname dat Q(«) normaal is dat 8 € Q(a) C R.
Maar dit is een tegenspraak: Omdat 1 — /3 < 0 is het element 3 € C niet reéel! De
uitbreiding is wel separabel want het polynoom f is separabel. De uitbreiding is niet
Galois.

Er geldt ¢ := 2(—1 4 v/=3) € Q(v/=3, V/5). Berekening laat zien dat (> +( +1 =0,
en dus is ¢ een primitieve derdemachtseenheidswortel. Het minimum polynoom f =
X5 — 3 € Q[X] (Eisenstein) ontbindt als

F=(X = VB)(X — (VB)(X — 2¥5) € QIX].

Dus Q(v/—=3,V/5) is het splitsingslichaam van f. Hierom is de uitbreiding normaal.
Omdat het een eindige lichaamsuitbreiding is in karakteristiek 0, is de uitbreiding
separabel, en dus ook Galois.

Opgave 2.

(a)

(b)

Merk ten eerste op dat f € Q[X] irreducibel is. Als f reducibel zou zijn, dan heeft f
een nulpunt in Q (want deg(f) = 3). Omdat f € Z[X] monisch is moeten nulpunten
van f in Q de constante coéfficient van f delen. Dus mogelijke nulpunten zijn 41,
maar f(1) #0en f(—1) # 0. Dus f heeft geen nulpunt in Q en is irreducibel.

De discriminant van een derdegraadspolynoom van de vorm X3 + aX + b € Q[X]
is gelijk aan Ay = —4a® — 27b%. Dus voor het polynoom X3 — X + 1 € Q[X] hebben
we a = —1 en b = 1. Dit geeft 4 — 27 = —23. De discrimant van f is dus geen
kwadraat in Q. Omdat het ontbindingslichaam van f een wortel van de discrimant
bevat, zien we dat dit ontbindingslichaam een kwadratische deeluitbreiding heeft. De
enige transitieve ondergroep van S3 met een normale ondergroep van index 2 is de
groep S3 zelf. De Galoisgroep van f is dus isomorf met S3.

Door de subsitutie Y = X? zien we dat geldt f = (X% —2)(X? + 1). Het polynoom
f is dus reducibel, en het ontbindingslichaam van f is het compositum Q(+/2,%) van
de kwadratische uitbreidingen Q(v/2) en Q(i) van Q. Beschouw het groepsmorfisme

Y Gal(K/Q) — {£1}? gegeven door ¢ +— (0(v/2)/v/2,0(i)/i). Stel o € Gal(K/Q)



ligt in de kern van ¢. Dan geldt o(v/2) = V2 en o(i) = i. Omdat K/Q wordt
voortgebracht door v/2 en i volgt dat ¢ = 1 op K. De kern van ® is dus triviaal, en de
afbeelding is injectief. We claimen dat K = Q(+/2,4) graad 4 heeft over Q. Als deze
claim waar is, dan zien we dat enerzijds #Gal(K/Q) = 4 en 1 is een injectie tussen
twee groepen van orde 4, en dus een surjectie, en dus een isomorfisme. Het is dus
voldoende om de claim te bewijzen. We weten dat v/2 graad 2 heeft over Q. Omdat
V2 € R eni ¢ R, zien we dat i ¢ Q(v/2) C R, en dus is de graad van Q(i, v/2) over
Q(v/2) gelijk aan 2. Ofwel Q(v/2,1)/Q heeft graad 4.

Er geldt f = X5 — 100X + 2 € Q[X]. Het polynoom is dus Eisenstein bij 2 en
irreducibel. De Galoisgroep van f bevat dus een 5-cykel. De afgeleide van f is gelijk
aan 5z? — 100 en heeft dus precies 2 nulpunten over R, namelijk £+v/20. Omdat
tussen twee reéle nulpunten van f altijd een nulpunt van de afgeleide zit (vanwege de
middelwaardestelling), heeft f dus ten hoogste 3 re‘ele nulpunten. Er geldt

f(V20) = v20(+/20 — 10)(v/20 + 10) + 2 = v/20(20 — 100) + 2 < 0
f(=v20) = —v/20 - (=80) +2 > 0
(in de tweede vergelijkingen gebruiken we de ongelijkheid v/20 > 1.) Wegens de
tussenwaardestelling heeft f nu drie nulpunten over R. De twee overige nulpunten

zijn dus complex en worden verwisseld door de complexe conjugatie. De Galoisgroep
van f bevat dus een 2-cykel en ook een 5-cykel. Dus Gal(f) = Ss.

Opgave 3.

(a)
(b)

Er geldt dat 85 = 5 - 17 een product is van twee Fermatpriemgetallen. De 85-e
eenheidswortels zijn dus contrueerbare getallen.

Neem Y = X3, dan geldt X6+ X3 +1 = Y2+ Y + 1. Het polynoom Y2 +Y +
1 = ®3 is het derde cyclotomische polynoom, en de nulpunten zijn dus primitieve
derde eenheidswortels. De nulpunten van X% + X3 + 1 zijn dus primitieve negende
eenheidswortels. Omdat #(Z/9Z)* = 6 zijn er 6 primitieve negende eenheidswortels.
Dus geldt ®9 = X6 + X3 + 1. De Galoisgroep van ®q is isomorf met (Z/9Z)* =
Z./67Z. Deze laatste groep is geen 2-groep, en daarom zijn de nulpunten van ®g niet
construeerbaar.

Stel o € C is een nulpunt van het polynoom X° — 100. Dan geldt o® = 100. Merk

op dat voor § = 1/100% € Q(a) geldt 5> = 9 = 10. Ofwel 8 € Q(a), en § is
een nulpunt van het polynoom X° — 10. Dit polynoom is Eisenstein bij 5 (en 2), en
hierom irreducibel. De graad van Q(/) over Q is dus 5, en de graad van Q(«) over
Q is ook 5 (we weten dat deze laatste graad ten hoogste 5 is). Dus is f irreducibel.
Er volgt dat de Galoisgroep van f een 5-cykel bevat. Hierom kan deze groep niet een

2-groep zijn. De nulpunten van f zijn dus niet construeerbaar.

Opgave 4.

(a)

Een mogelijke manier is om te kijken naar de uitbreiding Q({7)/Q, waar (; € C
een primitieve 7-eenheidswortel is. Deze uitbreiding is Galois met groep Z/6Z. We
weten dat (7 een nulpunt is van een kwadratisch polynoom over Q({7 +¢; 1) (namelijk
X2~ (¢ +¢G )X +1), en dus is de graad van Q(¢7)/Q(¢r +¢; 1) hoogstens 2. Omdat
Cr+¢r ! stabiel is onder complexe conjugatie zien we dat Q(¢r+¢7 1) een reéle inbedding
heeft, terwijl Q(¢7) dat niet heeft. Dus geldt Q(¢7) # Q(¢r +¢7 1), en hierom is Q(¢7)



3

van graad 2 over Q(¢7 + C{l). De graad van Q(¢7 + C;l) over Q is dus 3. Dus
Cal(Q(¢r + ¢ 1)/Q) = Z/3Z. Er geldt voor a = (7 + (7 * dat

G+G) =G+
G+G =G +@+2
G+G? =G +G+3G+¢G,
en dus geldt
a+a?+ad=-14+2+3a.

Ofwel het minimumpolynoom van « over Q is gelijk aan X3 + X2 —2X — 1 € Q[X].

Een andere mogelijkheid is het vinden van een irreducibel (dit is belangrijk!) derde-
graadspolynoom van de vorm X? + aX + b zodat de discriminant een kwadraat in Q
is. Een mogelijk voorbeeld is X? — 3X + 1. Dit polynoom is irreducibel, omdat
het geen nulpunten in Q heeft (mogelijke nulpunten zijn +1, maar 13 — 3 +1 # 0
en (—1)3 —3(=1) +1 # 0). Verder is de discriminant —4(—3)3 — 27 = 3% en dit is een
kwadraat in Q. Nu heeft het ontbindingslichaam van f graad 3 over Q (Conclusie 5.2
uit de syllabus), dus de Galoisgroep van f heeft orde 3. Maar de enige groep die uit
drie elementen bestaat is Z/3Z.

(b) Zij f € Q[X] een irreducibel polynoom met Gal(f) = Z/3Z. Embed het ontbind-
ingslichaam Q van f in C. Omdat de uitbreiding 2/Q normaal is, is {2 stabiel onder
complexe conjugatie. Dus complexe conjugatie definieert een element o € Gal(f). Er
geldt 02 =1, en dus 0 = 1 omdat kwadrateren een automorfisme is van Z/3Z. Ofwel
de complexe conjugatie werkt triviaal op €, en dus geldt Q@ c R = C{?).

Opgave 5. (a) Zie pag. 43 van het dictaat.
(b) Stel H C G is een 37-Sylow ondergroep. We gaan laten zien dat H normaal is.
Stel (voor een tegenspraak) dat g € G een element is z6 dat gHg™' # H. Dan is
H' = gHg™ ! een 37-Sylow groep verschillend van H. Er geldt dus HNH’ = 1, en dus
is de afbeelding H x H' — G, (h,h') — hh' injectief. Dit is een tegenspraak, want
#(H x H') = 37 > 148. Dus H C G is normaal, en G is niet simpel.

Een alternatieve oplossing: schrijf s37 voor het aantal 37-Sylowondergroepen. De
derde stelling van Sylow geeft dat s3y = 1 (mod 37) en s37|#G = 148 = 22 .37. Er
geldt dus dat s37|4 (want 37 - 2% met k € {0, 1,2} is nooit 1 modulo 37), maar 1 is het
enige getal dat zowel 4 deelt als gelijk is aan 1 modulo 37. Hieruit volgt dat ss7 = 1.
Dus er is maar één 37-Sylowondergroep H. Dit is dan automatisch een normaaldeler
(omdat 1 = s37 = [G : Ng(H)], dus G = Ng(H) vanwege de derde stelling van Sylow.
Zie ook Gevolg (6.8) uit het dictaat). We hebben nu een niet-triviale normaaldeler
van G gevonden, dus G is niet simpel.

Bonusopgave

Opgave 6. Het zou kunnen dat je herkent dat het polynoom 2* — 23 + 22 — 2 + 1 gelijk is aan
het 10-de cyclotomische polynoom ®1¢. Er geldt namelijk

a3+l dr+ D)@ -3+ —r 1) =2 a0t 42?1,

2

en dit is een meetkundige reeks in y = z, en dus

(22— D)(B+ a5 +2t+224+1) =210 - 1.
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De nulpunten van ®1g zijn dus de primitieve 10-de eenheidswortels. De afbeelding « — «

3

induceert een bijectie op de verzameling primitieve 10-de eenheidswortels in C, en dus geldt

AP+ E+dP =a+b+c+d=—(coeff. van 2% in ®19) = 1.

e Je kan de uitspraak ook uit de Newton identiteiten halen (dit is makkelijker, misschien
was dit een opgave?). Anders, kan je ook direct rekenen. Schrijf

mi=a" +b +c +d

s; = i-de symmetrische polynoom.

Er geldt

sop1 = (ab+...)(a+...) = (a*b+...) +3(abc + ...)
sipp=(a+..)a®+..)=(a>+..)+ (a®+..)

waar met een uitdrukking als (X + ...) de S&4-symmetrizatie van het monoom X wordt
bedoeld. Er volgt

P3 = S1p2 — S9p1 + 383 = 31(5% - 232) — 5251 + 3s3.

Er geldt
si=a+b+c+d=1
sp=(ab+...)=1
sg=(abc+...)=1
s4 = abed = 1.

Dus

p3=112-2)—1+3=-2+3=1.

Veel gemaakte fouten.

e Opgave 1b is vaak verkeerd gegaan. Dit is het simpelste voorbeeld van een niet-

separabele uitbreiding (zie de uitwerking en ook voorbeelden 3.4 en 4.6 uit het dictaat).
Bij opgave 2 wordt heel vaak vergeten om na te gaan dat het gegeven polynoom
irreducibel is. Dit is wel van cruciaal belang! Om aan de hand van de discriminant
de Galoisgroep van een derdegraadspolynoom te bepalen, moet je eerst weten dat dat
polynoom irreducibel is.

Bij opgave 2b hebben de studenten vaak de Galoisgroep proberen te bepalen met het
lemma op pagina 32 van het dictaat. Dit kan echter ook alléén als f irreducibel is.
Met het schema kom je nu uit op discriminant D = —2592 (geen kwadraat in Q) en
kubische resolvent g = X3 + X2 + 8X + 8 (reducibel want nulpunt —1) en dan zitten
we in de situatie dat de Galoisgroep ofwel Dy, ofwel Z /47 zou zijn. Dit klopt echter
niet: f is reducibel dus we kunnen het schema niet gebruiken.

Bijna niemand heeft op correcte wijze aangetoond dat X® — 100 irreducibel is. Zie de
uitwerking voor het goede antwoord.



