
Partities en priemgetallen

Jan-Willem van Ittersum
Korteweg-de Vries Instituut voor Wiskunde

Universiteit van Amsterdam

Leve de wiskunde!
10 april 2026

1 / 15



Priemgetallen: bouwstenen van de multiplicatieve getaltheorie

Definitie (Priemgetal)

Een priemgetal is een positief geheel getal dat precies
twee positieve delers heeft: één en zichzelf.

De eerste priemgetallen zijn:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, . . .

Stelling (Hoofdstelling van de rekenkunde)

Elk geheel getal kan op een unieke manier geschreven worden als product van
priemgetallen (afgezien van de volgorde van de priemgetallen).

Voorbeelden van ontbinding in priemgetallen

. . . 60 = 22 · 3 · 5 61 = 61 62 = 2 · 31 . . .
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De eeuwenoude droom: priemgetallen vatten in een formule

• Wiskundigen vragen zich al lang af of je de
priemgetallen kunt beschrijven met één eenvoudige
formule.

• In de jaren ’70 bewees Yuri Matiyasevich dat je
verrassend veel verzamelingen van gehele getallen
kunt beschrijven door middel van een veelterm.

• Bijvoorbeeld priemgetallen zijn zo te beschrijven!

• Enkele jaren later gaven Jones, Sato, Wada en Wiens
zo’n formule expliciet: een veelterm van graad 25
in 26 variabelen waarvan de positieve waarden
precies de priemgetallen zijn.

• Het werkt — maar praktisch is het zeker niet. Yuri Matiyasevich, 1969
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Is er een makkelijkere manier om priemgetallen te detecteren?

Een veelterm van graad 25 in 26 variabelen die priemgetallen detecteert. . .
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Onderzoek met Will Craig en Ken Ono
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Partities: de bouwstenen van de additieve getaltheorie

Definitie (Partitie)

Een partitie van een geheel getal n is een eindige rij positieve gehele getallen
(λ1, λ2, . . . , λr ) met λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr ≥ 1 waarvan de som gelijk is aan n.

Voorbeeld (Partities van 4 in twee groepen)

(4), (2, 2), (1, 1, 1, 1) (3, 1), (2, 1, 1)

Vraag: hoeveel partities zijn er van het getal 5? Verdeel ze ook in twee groepen.

Er zijn er 7, namelijk (5), (1, 1, 1, 1, 1) (4, 1), (3, 2), (3, 1, 1), (2, 2, 1), (2, 1, 1, 1).

We schrijven p(n) voor het aantal partities van n. Euler vond de volgende formule:∑
n≥0

p(n) qn =
1∏

n≥1(1− qn) .
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Partities worden bepaald door hun delen en hun multipliciteiten

Merk op dat een partitie eenduidig wordt
bepaald door de verschillende delen
d1 > d2 > . . . > da en de bijbehorende
multipliciteiten m1,m2, . . . ,ma .

Voorbeeld (Stanley-coördinaten)

Voor λ = (7, 4, 4, 4, 2, 1, 1) = (71, 43, 21, 12)
geldt d = (7, 4, 2, 1) en m = (1, 3, 1, 2).

m1 = 1

m2 = 3

m3 = 1

m4 = 2

d4 = 1

d3 = 2

d2 = 4

d1 = 7

Vraag: bepaal d en m voor λ = (5, 5, 5, 5, 3, 1, 1, 1).

Er geldt d = (5, 3, 1) en m = (4, 1, 3).
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Percy Alexander MacMahon: pionier van de partitie-theorie

• Percy Alexander MacMahon (1854–1929) was een Brits wiskundige.
• Hij werkte vooral aan partities en combinatorische structuren.
• Hij werkte hard om partities systematisch te tellen.

Definitie (Product van multipliciteiten)

Voor een partitie λ met delen d = (d1, . . . , da) en multiplici-
teiten m = (m1, . . . ,ma), definieer MM(λ) = m1m2 · · ·ma .

Voorbeeld

Voor λ = (7, 4, 4, 4, 2, 1, 1) hebben we d = (7, 4, 2, 1) en
m = (1, 3, 1, 2). Dan is MM(λ) = 1 · 3 · 1 · 2 = 6. MacMahon

Vraag: bepaal MM(λ) voor λ = (5, 5, 5, 5, 3, 1, 1, 1)

We hebben d = (5, 3, 1) en m = (4, 1, 3), dus MM(λ) = 4 · 1 · 3 = 12.
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MacMahon-partitiefunctie telt sommen van producten van multipliciteiten

Definitie (MacMahon-partitiefunctie, 1920)

Voor a ≥ 1 definiëren we de MacMahon-partitiefunctie door

Ma(n) =
∑

λ partitie van n met
a verschillende delen

MM(λ), waar MM(λ) = m1m2 · · ·ma .

Waarden van M1(3) en M2(3)

n = 3, a = 1: λ = (3) of λ = (1, 1, 1), dus M1(3) = 1 + 3 = 4.
n = 3, a = 2: λ = (2, 1), dus M2(3) = 1 · 1 = 1.

Vraag: bepaal M1(4) en M2(4).

n = 4, a = 1: λ = (4), (2, 2) of (1, 1, 1, 1), dus M1(4) = 1 + 2 + 4 = 7.
n = 4, a = 2: λ = (3, 1) of (2, 1, 1), dus M2(4) = 1 · 1 + 1 · 2 = 3.
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Een nieuwe partitiefunctie: Ψ(n)

Definieer Ψ(n) := (n2 − 3n + 2)M1(n)− 8M2(n).

Herinnering:

Ma(n) =
∑

λ partitie van n met
a verschillende delen

MM(λ), waar MM(λ) = m1m2 · · ·ma .

Vraag: bepaal Ψ(3) en Ψ(4). Hint: M1(3) = 4,M2(3) = 1,M1(4) = 7, M2(4) = 3.

Ψ(3) = 2M1(3)− 8M2(3) = 0, Ψ(4) = 6M1(4)− 8M2(4) = 18.

Tabel

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 . . .

Ψ(n) 0 0 18 0 120 0 270 192 504 0 1680 0 1296 1536 . . .
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Ψ detecteert priemgetallen

Herinnering:
Ψ(n) = (n2 − 3n + 2)M1(n)− 8M2(n)

met
Ma(n) =

∑
λ partitie van n met
a verschillende delen

MM(λ) en MM(λ) = m1m2 · · ·ma .

Stelling (Craig–vI–Ono, ’24)

Voor n ≥ 2 geldt:

• Ψ(n) ≥ 0

• Ψ(n) = 0 dan en slechts dan als n een priemgetal is.
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Achtergrond: modulaire vormen

Artistieke impressie van een hyperbolische betegeling (Escher)
en van een modulaire vorm (Lowry-Duda)

• Sommige reële functies zijn
symmetrisch, bv. sin(x) en cos(x) zijn
periodiek.

• Sommige complexe functies hebben
interessante symmetriën in de twee
dimensies van het complexe vlak
(zie rechtsboven).

• Modulaire vormen f zijn zulke
oneindig vaak differentieerbare functies
met symmetrieën

f (z+1) = f (z), f

(
−1

z

)
= zk f (z).

• Met behulp van modulaire vormen kan
men de eigenschappen van Ψ bewijzen.

Modulaire vormen zijn overal!

• in de getaltheorie, bv. in het bewijs van
de laatste stelling van Fermat
(Wiles, 1994);

• in de meetkunde en combinatoriek, bv.
bij het bolpakkingsprobleem in hogere
dimensies (Viazovska, 2016);

• in de theoretische natuurkunde, o.a. in
de snaartheorie (Witten, jaren 80).
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Samenvatting

• Priemgetallen zijn de bouwstenen van de multiplicatieve getaltheorie,
partities van de additieve getaltheorie.

• Via de MacMahon-functie op partities hebben we een nieuwe functie Ψ(n) gemaakt.

• Met behulp van modulaire vormen blijkt: Ψ(n) = 0 precies voor priemgetallen n.

Een artikel in Scientific American.
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https://www.quantamagazine.org/srinivasa-ramanujan-was-a-genius-math-is-still-catching-up-20241021/
https://www.quantamagazine.org/srinivasa-ramanujan-was-a-genius-math-is-still-catching-up-20241021/
https://www.scientificamerican.com/article/mathematicians-hunting-prime-numbers-discover-infinite-new-pattern-for/
https://www.scientificamerican.com/article/mathematicians-hunting-prime-numbers-discover-infinite-new-pattern-for/
https://apieceofthepi.substack.com/p/partitions-and-primes
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