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1 Opgave 24.14

Definieer f,(z) = 1355,z en f(z) = 0 forz € R.

(a)

(b)

Laat zien dat f,, — f puntsgewijs voor z € R.

Bewijs. Voor de puntsgewijs limiet we beschouwen een € R. Daarna bestuderen we de convergentie
van het rijtje (f,,(x)),, voor de gekozen z. Voor z € R

ne
1+ n2z2

[fu(z) = f2)] = |

1
| <=l
nx

Dus voor elke € > 0 er bestaat een IV (afhankelijk van € en x), datis N = ﬁ, zodanig dat

We concluderen dat f,, (x) convergeert puntsgewijs naar f(x) = 0 voor elke = € R.

Convergeert f,, uniform naar f op [0, 1]?

Antwoord. Nee. Om uniforme convergentie te hebben moeten we laten zien dat Ve > 0 3N (¢) zodanig
dat
|[fr(x) — f(z)| = |fo(z)] <€, Vael0,1] en Vn > N.

Dus de N (¢, z) van vraag (a) moet onafhankelijk van x zijn. Eerste een opmerking, f,(-) neemt een

maximun op T = 717,

Er zijn twee mogelijke manieren om door te gaan.

Definitie van u.c. - Contrapositief Om te laten zien dat de convergentie niet uniform is moeten we
laten zien dat 3¢ > 0 zodanig dat VN In > N en Jz € [0,1] :

[fa(@)] > €.
Neem € = % en een willekeurige getal N. Dan er bestaat eenn > N. Neem = = % € [0,1], dan geldt
dat . ) )
[l )l =5 >e= 3.

Dus de convergentie is niet uniform.



Met de supremum Op basis van Remark 24.4 het is genoeg om te laten zien dat

lim sup |fn(x)] > 0.

n—=00 1e[0,1]

Voor elke n de functie f,(-) neemt een maximum op z = +, dus

1
lim sup |f.(z)]==>0.
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(c) Is de convergentie uniform op [1, c0)?

Antwoord. Op [1,00) de functies f,(-) zijn dalend. Dus voor z € [1, c0)
n

fn(z) < fu(1) = T2

Met dezelfde redenering als in (a) het volgt dat de convergentie uniform is. Jullie kunnen ook Remark
24.4 gebruiken.

O
2 Opgave van toets
Op [0, 1], definieer f,,(z) = n%ze """,
(1) Bereken de puntsgewijs limiet lim,, o0 fr ().
Proof. De puntsgewijs limiet is de functie f(z) = 0. Voor x € [0, 1] we moeten laten zien dat
lim n%e """z = 0.
n—oo
Van de convergentie van de quotiénten
fasr(@) _ (n4 1) (mHDe Lo —gnogo —
= =14+ - TS <1
Fule) wemme S UERyeT et sl
we zien dat lim,,_, oo fr(2) = 0 voor alle z € [0, 1]. O
(2) Laat zien dat lim,,_, o0 fol fo(z)dz = 1.
Proof.
1 1 1
fo(z)dx = n2/ xe "dx = —ne " 4+ n/ e =—ne " —e " +1
0 0 0
Dus
1 1
1i_>m fo(@)dz =lim(—ne ™ —e™ " 4+1)=1# / f(z)dz = 0.
n o0 0 0
O
(c) Convergeert ( f,)n uniform op [0, 1].
Antwoord. Nee vanwege de berekening in (b) en Stelling 25.2. Merk op dat
1 _
sup fn(x) = fn(i) =ne L.
z€[0,1] n
O



