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Een Jacobi-polynoom PT(La’ﬁ ) (x) is een orthogonaal polynoom van graad n t.0.v. de gewichts-
functie (1 — 2)*(1 + 2)? (o, 8 > —1) op het interval (—1,1). Als o = 3 dan spreken we van
ultrasferische of Gegenbauer-polynomen. We normaliseren R () == pleP) (x)/P,ga’ﬁ)(l).

Zij 4 de eenheidssfeer in R%. Een sferische harmonische van graad n is de beperking tot g
van een harmonisch homogeen polynoom van graad n in x1,...,xq. Zij wg de rotatie-invariante
maat op gy zo dat de totale maat 1 is. We kunnen nu spreken van L?(£);) en we kunnen
een orthonormale reéle basis {Y]};V:(fd) kiezen van de N (n,d)-dimensionale ruimte van sferische
harmonischen van graad n. Dan blijkt de volgende additieformule voor sferische harmonischen
te gelden:
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waarbij £ - 7 het inproduct in R? is. Neem nu & = (cos#y,sin 6 cos ¢, sin 0y sin ¢, 0,...,0) en

17 = (cosfs,sinhs,0,...,0). Bij geschikte keuze van de orthonormale basis geeft (1) dan de
additieformule voor ultrasferische polynomen:

R;a»a) (cos 61 cos B3 + sin 6 sin O cos @)

-

a-lo 1
= Z C g (sin 01)k R ka+k)(cos 01)(sin62)F R O‘_J;k’mrk)(cos 192)R,(C 2’ 2)(cos ®), (2)

’fl n

waarbij in eeste instantie o = %(d — 3), maar deze restrictie kan worden opgeheven. De
coéfficiénten ¢, . kunnen expliciet gemaakt worden. Voor a = —% degenereert (2) tot

cos(n(01 £ 02)) = cos nby cosnhy F sin nby sinnbs,

vanwaar de naam additieformule.
Voor z € C is een schijfpolynoom Ry, () een polynoom van graad m in z en van graad n
in z dat gegeven wordt in termen van Jacobi-polynomen door

Rfmn(reie) .= plm=nlgi(m—n)d plelm— n‘)( 2r —1), a>-1.

min(m,n)

Deze polynomen zijn orthogonaal op de eenheidsschijf D in C:
| R RLE 1= P dody =0 2 =w+ip, (mom) # (k0),
D

Voor v = 0 zijn hun reéle en imaginaire delen bekend als Zernike-polynomen. Die hebben veel
toepassingen in de optica.

Bekijk nu Qa4 als de eenheidssfeer in C%. Een compleze sferische harmonische van graad
m,n is de beperking tot 2oy van een polynoom dat homogeen van graad m in z1,..., 24 is en

'Dit is een verdere uitwerking van het gelijknamige kader in [1]



homogeen van graad n in z71,...,%Zz en dat als polynoom in de reele en imaginaire delen van

21,...,2q harmonisch is. Kies een orthonormale complexe basis {Y} m ") van de N (m,n,d)-

dimensmnale ruimte van complexe sferische harmonischen van graad m,n Dan blijkt de volgende
additieformule voor complexe sferische harmonischen te gelden:

N(m,n,d)

waarbij € - 7 het hermitisch inproduct in C? is. Neem nu

1 1 1 1
{ = (Zb (1 - |21‘2)§IU, (1 - ’Z1|2)§(1 - ‘w|2)§707 s 70) en n = (z2> (1 - |Z2|2)§7O> <o 70)

Bij geschikte keuze van de orthonormale basis geeft (3) de additieformule voor schijfpolynomen:
Ry, (z172+ (12?21 - [2)2w)

1 —
—ZZ (1= [212) 2 EFORITTE (1) (1= |20?) 2 FHOREREL (29) RN (), (4)
k=0 ¢=0

waarbij in eeste instantie @« = d — 2, maar deze restrictie kan worden opgeheven. De coéfficiénten
Com.n:k,¢ Kunnen expliciet gemaakt worden.

Voor m = n, z1 = cos 201, zo = cos 20, w = re'? wordt het linker lid van (4) als volgt:
Rv(f’o) (2 cos? 01 cos® 0y + 2sin® 0 sin® H + sin 26, sin 205 7 cos 1 — 1), (5)

terwijl de termen in het rechter lid ook in Jacobi-polynomen kunnen worden uitgedrukt. Door
een paar manipulaties kunnen we uit de dubbelsom-ontwikkeling van (5) een soortgelijke ont-
(v,8)

wikkeling van R, met hetzelfde argument verkrijgen. Dit is de additieformule voor Jacobi-
polynomen.
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