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Een Jacobi-polynoom P
(α,β)
n (x) is een orthogonaal polynoom van graad n t.o.v. de gewichts-

functie (1 − x)α(1 + x)β (α, β > −1) op het interval (−1, 1). Als α = β dan spreken we van

ultrasferische of Gegenbauer-polynomen. We normaliseren R
(α,β)
n (x) := P

(α,β)
n (x)/P

(α,β)
n (1).

Zij Ωd de eenheidssfeer in Rd. Een sferische harmonische van graad n is de beperking tot Ωd

van een harmonisch homogeen polynoom van graad n in x1, . . . , xd. Zij ωd de rotatie-invariante
maat op Ωd zo dat de totale maat 1 is. We kunnen nu spreken van L2(Ωd) en we kunnen

een orthonormale reële basis {Yj}N(n,d)
j=1 kiezen van de N(n, d)-dimensionale ruimte van sferische

harmonischen van graad n. Dan blijkt de volgende additieformule voor sferische harmonischen
te gelden:

R
( 1
2
(d−3), 1

2
(d−3))

n (ξ · η) = 1

N(n, d)

N(n,d)∑
j=1

Yj(ξ)Yj(η), ξ, η ∈ Ωd, (1)

waarbij ξ · η het inproduct in Rd is. Neem nu ξ = (cos θ1, sin θ1 cosϕ, sin θ1 sinϕ, 0, . . . , 0) en
η = (cos θ2, sin θ2, 0, . . . , 0). Bij geschikte keuze van de orthonormale basis geeft (1) dan de
additieformule voor ultrasferische polynomen:

R(α,α)
n (cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cosϕ)

=
n∑

k=0

cαn,k(sin θ1)
kR

(α+k,α+k)
n−k (cos θ1)(sin θ2)

kR
(α+k,α+k)
n−k (cos θ2)R

(α− 1
2
,α− 1

2
)

k (cosϕ), (2)

waarbij in eeste instantie α = 1
2(d − 3), maar deze restrictie kan worden opgeheven. De

coëfficiënten cαn,k kunnen expliciet gemaakt worden. Voor α = −1
2 degenereert (2) tot

cos(n(θ1 ± θ2)) = cosnθ1 cosnθ2 ∓ sinnθ1 sinnθ2,

vanwaar de naam additieformule.
Voor z ∈ C is een schijfpolynoom Rα

m,n(z) een polynoom van graad m in z en van graad n
in z dat gegeven wordt in termen van Jacobi-polynomen door

Rα
m,n(re

iθ) := r|m−n|ei(m−n)θR
(α,|m−n|)
min(m,n) (2r

2 − 1), α > −1.

Deze polynomen zijn orthogonaal op de eenheidsschijf D in C:∫
D
Rα

m,n(z)R
α
k,ℓ(z) (1− |z|2)α dx dy = 0 z = x+ iy, (m,n) ̸= (k, ℓ).

Voor α = 0 zijn hun reële en imaginaire delen bekend als Zernike-polynomen. Die hebben veel
toepassingen in de optica.

Bekijk nu Ω2d als de eenheidssfeer in Cd. Een compleze sferische harmonische van graad
m,n is de beperking tot Ω2d van een polynoom dat homogeen van graad m in z1, . . . , zd is en

1Dit is een verdere uitwerking van het gelijknamige kader in [1]
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homogeen van graad n in z1, . . . , zd en dat als polynoom in de reële en imaginaire delen van

z1, . . . , zd harmonisch is. Kies een orthonormale complexe basis {Yj}N(m,n,d)
j=1 van de N(m,n, d)-

dimensionale ruimte van complexe sferische harmonischen van graadm,n Dan blijkt de volgende
additieformule voor complexe sferische harmonischen te gelden:

Rd−2
m,n(ξ · η) =

1

N(m,n, d)

N(m,n,d)∑
j=1

Yj(ξ)Yj(η), ξ, η ∈ Ω2d, (3)

waarbij ξ · η het hermitisch inproduct in Cd is. Neem nu

ξ = (z1, (1− |z1|2)
1
2w, (1− |z1|2)

1
2 (1− |w|2)

1
2 , 0, . . . , 0) en η = (z2, (1− |z2|2)

1
2 , 0, . . . , 0).

Bij geschikte keuze van de orthonormale basis geeft (3) de additieformule voor schijfpolynomen:

Rα
m,n(z1z2 + (1− |z1|2)

1
2 (1− |z2|2)

1
2w)

=
m∑
k=0

n∑
ℓ=0

cαm,n;k,ℓ(1− |z1|2)
1
2
(k+ℓ)Rα+k+ℓ

m−k,n−ℓ(z1) (1− |z2|2)
1
2
(k+ℓ)Rα+k+ℓ

m−k,n−ℓ(z2)R
α−1
k,ℓ (w), (4)

waarbij in eeste instantie α = d−2, maar deze restrictie kan worden opgeheven. De coëfficiënten
cαm,n;k,ℓ kunnen expliciet gemaakt worden.

Voor m = n, z1 = cos 2θ1, z2 = cos 2θ2, w = reiϕ wordt het linker lid van (4) als volgt:

R(α,0)
n (2 cos2 θ1 cos

2 θ2 + 2 sin2 θ1 sin
2 θ2 + sin 2θ1 sin 2θ2 r cosψ − 1), (5)

terwijl de termen in het rechter lid ook in Jacobi-polynomen kunnen worden uitgedrukt. Door
een paar manipulaties kunnen we uit de dubbelsom-ontwikkeling van (5) een soortgelijke ont-

wikkeling van R
(α,β)
n met hetzelfde argument verkrijgen. Dit is de additieformule voor Jacobi-

polynomen.
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