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Opgave 3.2 Laat H de completering van de ruimte van eenmaal continu differentieerbare
functies C1([—1,1]) zijn onder het inproduct

1
(fg) = /_1(f9+f’g/)dw-

Laat zien dat voor een rij { f;} in C'([—1, 1]) het Cauchy zijn in H impliceert dat de rij { f;}
uniform op [—1, 1] convergeert. Concludeer dat elementen van H door continue functies
kunnen worden voorgesteld. Laat zien dat f — f(0) een CLF op H is en (moeilijker*)
bepaal g € H die deze functionaal representeert.

Uitwerking Voor f € C*([-1,1]) geldt:

LFI1Z o= (f, £) = IFI3 + 1L£113,

1
F(1) — f@) = / f'(y) dy,

1
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1F(Wll2 < 1FQ) = fllz + 1Fll2 < IFll2 + 201 )12,
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1flloe < I1f = FWllso + 17D loo < 275 [ £1l2 + 25 1712 < ()2 (1712 + 1£12)% < 30111,
dus || ]l < 3IIF]I-

Dus als limy, p—oo || fr — fnll = 0 dan limy, y—o0 || frn — fulloo = 0, dus dan is er een unieke
f e C([-1,1]) met lim, oo | f — frlloo = 0, dus lim,—o0 ||f — frll2 = 0. Ook zal dan
iMoo || oy — fhll2 = 0, dus er is een unieke g € L?([—1,1]) met lim, . ||g — f4|l2 = 0.
Dan
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Dus dan geldt f’(x) = g(x) bijna overal.



Laat nu V' de ruimte 21Jn van alle f € C([-1,1]) zo dat f’'(z) bestaat voor bijna alle
zen f € L2([~1,1]) en f(1) f f'(y) dy, en neem op V het inproduct

1
(f,9) :=/ g+ ) de

-1

met bijbehorende norm

£ = CF ) = IAIE + (113

We hebben het volgende bewezen. Als {f,} een fundamentaalrij is in V met f, €
C1([~1,1]) voor alle n, dan convergeert f, uniform naar een f € V, en dan geldt ook
dat f/ — f"in L*([~1,1]) en f, — f t.0.v. de norm op V.

We kunnen in dit bewijs de conditie laten vallen dat f,, continu differentieerbaar is.
Het bewijs blijft gewoon doorgaan en we concluderen dat V' een volledige inproductruimte,
dus een Hilbertruimte is.

Ook blijft voor f € H gelden dat || f||oc < 3|/ f]], dus i.h.b. [f(0)] < 3||f]l, dus f +— f(0)
is een CLF op H. Dus er volgt uit Stelling 3.6 (Riesz) dat er een g € H is zo dat
f(0) = (f,g) voor alle f € H. Laat h(z) := g(z). We zoeken naar een h € H zo dat de
beperking hy van h tot [0, 1] en de beperking h_ van h tot [—1, 0] allebei C?-functies zijn,
maar dat mogelijk A/, (0) # h’_(0).

Er moet voor alle f € H gelden dat

/ f(x)hy(x dx—i—/ flz da:+/01 f'(x)h@(a:)dx—k/ol f'(@) b (z)dz

0)(RZ(0) = 1(0)) + f(LAL(1) = fF(=1)RL
—I—/O f(:n)(lu( — ' (z dx+/ f(z — h (z)) dx

Hier zal aan voldaan zijn als hy en h_ voldoen aan

0, K, (1)=0,
h_(x)—h"(z) =0, A _(-1)=0,
R_(0) — K, (0) = 1.
De twee differentiaalvergelijkingen geven
hy(x) = Acoshx + Bsinhx, h_(z)= Ccoshz + Dsinhz,

met A, B,C, D nog te bepalen. De vier nevencondities geven: A = C, D — B =
Asinh1+ Bceoshl =0, —Csinh 1+ Dcosh1 = 0. De unieke oplossing is:
e +1

- __p-1
A=C=55—y D=-B=3

Opgave 4.13 Bewijs dat de gesloten eenheidsbal in een oneindig-dimensionale genor-
meerde vectorruimte X niet compact is, door een rij in {a,}>%; in X te construeren met
llan|]| = 1 en met de afstand van a, tot Span(ai,...,a,—1) gelijk 1. Concludeer dat de



identiteitsoperator op een oneindig-dimensionale genormeerde vectorruimte geen compac-
te operator is.

Uitwerking We bewijzen met inductie naar n dat er eenheidsvectoren ay,...,a, in X
bestaan zo dat de afstand van a; tot Span(ai,...,a;—1) gelijk aan 1is (i = 2,...,n). Voor
de beginstap n = 1 kiezen we een eenheidsvector a; in X (zo’n eenheidsvector bestaat,
want X is oneindig-dimensionaal). Neem nu de inductiehypothese aan voor het geval
n. Schrijf V,, := Span(ay,...,ay,) en neem een vector b € X\V,,. Deze bestaat omdat
X oneindig-dimensionaal is. Volgens Gevolg 4 na Definitie 1.5 is er een ¢ € V,, zo dat
d(b,c) = d(b,Vy). Dus b heeft afstand ||b — ¢|| tot V,,. Dus an41 := (b —¢)/||b — ¢|| heeft
afstand 1 tot V,,. Hiermee is de inductiestap bewezen, dus het bewijs met inductie is
voltooid.

De vectoren a, hebben dus onderlinge afstand > 1. De gesloten eenheidsbal in X
kan niet compact zijn, want anders zou de begrensde rij a1, as, ... een convergente deelrij
hebben, dus een Cauchy-deelrij, maar vectoren met onderlinge afstand > 1 kunnen nooit
een Cauchy-rij vormen.

De identiteitsoperator op X kan niet compact zijn, want anders zou het beeld van
de gesloten eenheidsbal in X compacte afsluiting hebben. Maar dit beeld is de gesloten
eenheidsbal zelf, en zijn afsluiting is weer de gesloten eenheidsbal, en die is niet compact.

Opgave 4.16 Geef een voorbeeld van een BLO L: H — H (H een separabele oneindig-
dimensionale Hilbertruimte) zo dat het supremum in [|L|| = supjg<; [[Lz|| niet words
aangenomen (ook al is de verzameling {Lx | ||z|| < 1} gesloten).

Uitwerking Neem H := L?([0,1]) en (Lf)(z) := x f(x). Het is duidelijk dat || Lf||2
[ fll2, dus ||L]| < 1. Ook geldt voor f := x[j_p-1,1) (karakteristicke functie) dat [|Lf]2
(1 —n"Y|fll2. Dus ||L]| = 1. Stel nu dat f € H met |Lf| = || f||. Dan [ 22|f(x)|*dx =
fol |f(x)|?dz, dus fol(l —22)|f(2)|?dx = 0, dus (1 — 2?)|f(x)|*> = 0 bijna overal, dus
f(z) = 0 bijna overal, dus f = 0.

Opgave 5.4 Laat zien dat de continu differentieerbare functies een dichte deelverzame-
ling van de eerste categorie vormen in C([0,1]) met de uniforme norm. Kun je ook een
“direct” bewijs geven?

Uitwerking Zij X := C([0,1]) x K = {(f,\) : f € C([0,1]), A € K}. Met norm
(£ M) = |Iflloo + |A] is dit een Banach-ruimte. De afbeelding L: X — C([0, 1]) gegeven
door (L(f,A))(z) := A+ [y f(y)dy is een BLO met beeldruimte C*([0,1]). De BLO L
van de Banachruimte X naar C([0,1]) is dus niet surjectief. Volgens Stelling 5.6 (van de
open afbeelding), zou L surjectief zijn als zijn beeld van de tweede categorie was. Dus het
beeld moet van de eerste categorie zijn.

Nu een direct bewijs. Zij A, := {f € C1([0,1]) : Vo,y € [0,1] |f(x) — f(y)| < n|z—y|}
(n € Zsp). Als f € C*([0,1]) dan geldt met de middelwaardestelling voor alle z,y € [0, 1]
de ongelijkheid | f(x) — f(y)| < |/l [z —yl, dus f € A, voor zekere n. Elke f die ligt in
de afsluiting B,, van A,, in C([0,1]) moet dan ook voldoen aan |f(x) — f(y)| < n|z —y|
voor alle z,y, want als lim; . || f — fj|lcc = 0 met f; € Ay, en f € C([0,1]), dan geldt voor
alle z,y € [0,1] dat | fj(z) — fj(y)| < n|z—y| voor alle j, dus ook | f(z) — f(y)| < n|z—y|.
De verzameling B,, heeft leeg inwendige, want stel dat er een f € B, is en een § > 0 zo



dat, als g € C([0,1]) en |lg — flloo < J, dan g € B,. Neem g(z) := f(z) + 35sin(maz)
(x € [0,1]) met m € Z~( nog nader te bepalen. Dan g € C([0,1]) en ||g — f|lco < J, maar
lg(z) — g(0)] > 1dsin(ma) — |f(z) — f(0)| > $0sin(mz) — nz. Neem x := 7/(2m). Dan
lg(z) — g(0)| > 36 —nw/(2m) = (md/m —n)z. Neem m > 2n7 /8. Dan |g(z) — g(0)| > nz,
in tegenspraak met het feit dat g € B,,.

We hebben dus C'([0, 1]) geschreven als aftelbare vereninging van deelverzamelingen
waarvan de afsluiting in C([0,1]) leeg inwendige heeft. Dus C*([0,1]) is van de eerste
categorie in C([0,1]).

Opgave 5.5 Laat D, de n-de Dirichletkern geévalueerd in O zijn, beschouwd als be-
grensde lineaire functionaal op {f € C([-m,7]) : f(—7) = f(7)} met sup-norm. Laat
zien dat de normen van D,, onbegrensd zijn. Leid hieruit af dat er 27-periodieke continue
functies bestaan met een Fourierreeks die niet convergeert voor x = 0.

Uitwerking Schrijf Cor := {f € C([—m,n]) : f(—7) = f(7)}. Met de sup-norm is dit
een Banachruimte. Een functie f € Co, heeft Fourier-coéfficiénten

Flk) == % / i F(t)e ™t at.
Dan is

LN , ™ sin((n 4 3)z
(Snlf])(x) :== Z f(k)e’kle/ f(t) Dp(z —t)dt met Dn(x):M.

Rt 2 J_, sin(5x)

We kunnen afschatten:

1 T | o 1 2 [T |si 1 9 (nt+3)m | o
L[l by, 2 e Ry, 2 s,
2 J_, sin(5) T Jo T =t ,

2 i sy, 2981

>7r2/k—1+17r y dyzgz%zglog”‘i’o(l) als n — oo.
k=1 6 k=1
Definieer -
6ulF) = (SulDO) = 5 [ 7(2) Dal) do

Dan is ¢, een begrensde lineaire functionaal op Car met

1 vy
J6all = 5= | 1Du@)] e
Dus lim;, 0 || || = 00. Vanwege Stelling 5.5 (Banach-Steinhaus) moet er dan een f € Cor
zijn zo dat de rij {¢n(f)}n2 niet begrensd is. Dus dan kan deze rij niet convergeren, dus
de Fourier-reeks van deze f kan niet convergeren voor x = 0.

Opgave 8.5 Zij X een (noodzakelijk niet-reflexieve) Banachruimte met een f € X*\{0}
zo dat het beeld f(B) van de gesloten eenheidsbal B in X niet gesloten is in K. Laat
zien dat dan f(B) = {z € K : |z] < ||f||}. Geef dan ook een zwak open overdekking van



B zonder eindige deeloverdekking, wat nog eens laat zien dat in dat geval B niet zwak
compact is.

Uitwerking Als z € f(B) dan z = f(z) voor een x € B, dus dan geldt voor elke
w € K met |w| <1 dat wr € B, dus wz € f(B). Daarom moet f(B) van de vorm
{z € K:|z| <r}of {xr € K:|z| <7} zijn, in beide gevallen met r = || f||. Als f(B) niet
gesloten is in K dan moet het tweede alternatief gelden. Dan is ook noodzakelijk f # 0.

Als f(B) = {z € K : |2] < |If|l} dan vormen de verzamelingen V,, := {x € B :
If(x)] < (1 —=n"Y)[f]|} (n=1,2,...) een zwak open overdekking van B zonder eindige
deeloverdekking.

Opgave 7.5 Geef een voorbeeld van een continue lineaire functionaal ¢ op C([0, 1])
(reéelwaardig) t.o.v. de sup-norm (een niet-reflexieve Banach-ruimte) zo dat het beeld
onder ¢ van de gesloten eenheidsbal in C([0,1]) niet gesloten is in R.

Uitwerking Definicer g € L1([0,1]) door g(z) := 1 als &= < 2 < 32~ en g(z) == —1

2n —
als ﬁ <z <5 (n=1,2,...). Laat ¢(f) := fol f(x)g(z)dz (f € C(]0,1])). Dan is
¢ een begrensde lineaire functionaal op C([0,1]) met |¢| = fol lg(x)| dz = 1. Er is echter

geen f € C([0,1]) met |[flloo < 1 en ¢(f) = 1, want dan zou fol f(z)g(x)dx = 1 terwijl
de integrand overal in absolute waarde < 1 is, dus dan zou f(z) g(z) = 1 bijna overal, dus
dan zou f(x) = g(z) bijna overal, wat in tegenspraak is met de continuiteit van f. Dus
(zie Opgave 8.5) {o(f) : | flloo <1} = (—1,1), wat niet open is in R.

Opgave 8.6 Geef een f € X* en een open overdekking van B met eigenschappen als in
Opgave 8.5 meer expliciet als X een van de volgende Banachruimten is met K = R:

(a) X = C([0,1]) (zie Opgave 7.5);

(b) X = cp;

(¢) X ={z €1 :limp_00 T, bestaat}.
Uitwerking

(a) Neem g als in Opgave 7.5 en neem
Vo i={f € C>[0, 1)) : || flloo < 1, | fy f(2) g(w)da| < 1—n~1}.

(b) Laat f(z) := Y72, 2 %2y (z € cp). Dan [f(2)] < |70 Dopey27% = ||2]|0o, dus f
is een begrensde lineaire functionaal op ¢y met ||f]| < 1. In feite is ||f]| = 1, want
als x = (x;)) met x; = lalsi =1,....,nenz; = 0 als i > n, dan ||z||oc = 1 en
f(x) =33, 27% dus sup{|f(z)| : ® € cp en ||z]|oc < 1} = 1. Er is geen z € ¢
met [|z]jo < 1 en f(z) = 1, want voor zo'n x zouden we hebben > 7%, 2 %z, = 1,
wat alleen mogelijk is als alle termen gelijk aan 2% zijn, dus als z; = 1 voor alle k,
maar dan zit x niet in cg.

Neem nu voor de open overdekking zonder eindige deeloverdekking
Vo i={z €co: [[#floo < Ten |33, 27Fap| <1 —n'}

(c) Laat f(z) := Y oo (=1)*27zy (z € X). Dan |f(2)] < [|2]lco Dopey 27F = ||2]|0o, dus
f is een begrensde lineaire functionaal op X met ||f|| < 1. In feite is || f|| = 1, want
als z = (z;) met z; = (—1)"alsi=1,...,nen x; = 0 als i > n, dan ||z]|cc = 1 en




flz)=>"0_,27% dus sup{|f(z)| : # € X en ||z||c < 1} = 1. Er is geen z € X met
|]lso <1 en f(z) =1, want voor zo'n z zouden we hebben > 7%, 27%(—1)kz), = 1,
wat alleen mogelijk is als alle termen gelijk aan 2% zijn, dus als o3, = (—1)* voor
alle k, maar dan bestaat limy_, o, x5 niet, dus = ¢ X.

Neem nu voor de open overdekking zonder eindige deeloverdekking
Vi i={z€X:|z)oc <len|Y 32 (-1)F27 ey <1—n"'}.

Opgave 9.6 Laat L : L%([0,1]) — L2([0,1]), (Lf)(z) = xf(x). Laat zien dat L zelfge-
adjungeerd is. Wat is de norm? Is L compact? Heeft L eigenwaarden? Is L surjectief,
wat kun je zeggen over R(L)?

Uitwerking Ga zelf na dat L een zelfgeadjungeerde BLO is met ||L|| < 1. In feite is
L] = 1, want ||LX[172—n,1]||2 > (1- 2_n)HX[172—n,1] pe
L is niet compact, want neem de begrensde rij van functies f,, := Q%HX[l_Q—n+171_2—n) in
L?([0,1]). Dan geldt, als m > n, dat ||Lf, — Lfnll2 > 2(1 — 27" dus de 1ij (Lf,) heeft
geen convergente deelrij.

Stel dat L een (noodzakelijk reéle) eigenwaarde A heeft. Dan is er een f # 0 in L?(]0, 1])
met Lf = Af. Dus (x — A)f(z) = 0 bijna overal. Dus f(z) = 0 bijna overal, wat in
tegenspraak is met f % 0. Dus L heeft geen eigenwaarden.

L is niet surjectief, want als er een f € L2(]0,1]) zou zijn met (Lf)(z) = 1 bijna overal,
dan f(z) = x~! bijna overal, maar deze functie is niet kwadratisch integreerbaar.

R(L) betaat uit alle meetbare functies f op [0, 1] zo dat fol |f(z)]2 22 dr < c0.

Opgave 9.8 Kan een compacte operator een inverse hebben?

Uitwerking Zij L: X — Y een compacte operator met een inverse M. Zij B de gesloten
eenheidsbal in X. Dan heeft L(B) compacte afsluiting L(B) in Y, dus is M (L(B)) een
compacte verzameling in X die B als gesloten deelverzameling bevat. Dus B is compact.
Volgens Opgave 4.13 kan X dan niet oneindig-dimensionaal zijn. Een compacte operator
L: X — Y kan een inverse hebben desda X eindig-dimensionaal is en L bijectief.

Opgave 10.6 Zij L : H — H een zelfgeadjungeerde lineaire operator op een Hilbertuimte
H. Bewijs: als L? compact dan L compact. Is dit ook waar zonder zelfgeadjungeerdheid
van L?

Uitwerking Zij {z,} een rij in de gesloten eenheidsbal van H. Omdat L? compact is,
is er dan een deelrij {z,,} zo dat de rij {L?z,,} convergeert in H. Dus die rij is een
Cauchyrij in H. Dus bij elke € > 0 is er een kg zo dat ||L%(xn, — xn,)|| < € als k,1 > k.
Dus wegens zelfgeadjungeerdheid van L:

‘(L(wnk - %nl),L<1‘nk - wnz)>‘ = ‘<L2(xnk - wnz)vxnk - xnz)’

< ”LQ('xnk - xnz)” Hxnk - x”l” < 2”L2(.1‘nk - ~Tm>|| <2
als k,l > ko. Dus de rij {Lxy, } is Cauchyrij, dus convergent. Dus L is compact. O

Hier is een tegenvoorbeeld als L niet zelfgeadjungeerd is. Neem H = [? met standaardbasis
e1,€s,.... Definieer L door Les;_1 = es; als i oneven is en Leg; = 0. Dan L? = 0, dus
compact, maar L is niet compact, want de begrensde rij {e2;—1} wordt door L afgebeeld
op de rij {eg;}, die geen convergente deelrij heeft.



Opgave 11.1 Laat L een positieve compacte operator zijn op een Hilbertruimte H. De
eigenwaarden zijn in afnemende grootte: g, A1,.... Bewijs dat

A1 = min max (Lz, z),
Vi xzlW»
zeS

waarbij V1 loopt over alle 1-dimensionale deelruimten van H. Bewijs meer algemeen dat
Aj = min max (Lz, x),
i wlV;
z€S
waarbij V; loopt over alle j-dimensionale deelruimten van H.
Uitwerking Voor j = 0 wordt de te bewijzen formule Ay = max(Lx,z). Deze formule

x€eS
volgt dan uit Stelling 10.6.
Neem voor het geval van algemene j een orthonormaal stelsel { fo, f1,. ..} van eigenvectoren
van L zo dat Lf; = A;f;. Schrijf W; := Span{ fo, f1,..., f;}, dus W; heeft dimensie j + 1.
Zij P; de orthogonale projectie van H op W;. Als V; een j-dimensionale deelruimte van
H is dan zal P;(V;) dimensie < j hebben, dus P; (V) NW; NS # 0. Dus

max (Lx,x) > ma Lx,z) = ma il (z, ei) >ma Aj x, e =
xL‘3(< ) :):J_P~(X‘/j)< :EJ_P}\(/)Z (@, i) J_P)\(/) Z‘ !

ves z€W;NS zew;ns =0 zew;ns =0
Anderzijds
Aj = (Lfj: fi) < e (Lz,z) = rilélé(;)‘i!@,eﬁ? < max Aj| ;mem? = Aj.
z€S 2] 2]

Dus voor V; = W;_1 wordt een minimum \; van max (Lx,z) aangenomen.
zLlV;
x€S

Opgave 11.2 Gebruik Opgave 11.1 om te bewijzen:

(a) Als Ly > Lo positieve compacte operatoren zijn, met eigenwaarden in afnemende
grootte Ao, A1, A2, ..., resp. po, ji1, t2, . ... Dan geldt voor alle j dat \; > p;.

(b) Indien nu ||L; — La|| < €, dan ook \j — pj < €.

Uitwerking Omdat Ly > Ly zal (Liz,z) > (Lex,x) voor alle x € S. Dus voor alle

j-dimensionale deelruimtes V; van H zal gelden dat max(Liz,x) > max(Lox,z). Dus
z1Vj z1Vj

z€eS z€S
Aj = H‘l/ln ﬁza{%((lllx ,x) > H‘l/ ;rf%/)_ﬁl)gx,x) = 1.
z€S z€S
Als ||L1 — Lo|| < € dan is er een €1 € (0,¢) zo dat ||[L1 — Lo|| < e;. Omdat Ly — Lo
een positieve zelfgeadjungeerde operator is, zal dan magg((Ll — Loz x) =||L1— Lo|| < e1.
€

Dus voor alle € S zal gelden dat (Liz,z) < (Lax,x) + £1. Dus

Aj = min max (Liz,z) < min max(Lox,x) +e1 = pj +e1 < pj + €.
i uv< 12, ) i uvj< 2%, T) + €1 = pj + €1 < i
IES zeS



Opgave 12.2 Beschouw de Sturm-Liouville operator Lu = —u”, w(0) = 0, u
Bepaal de Green-functie en de eigenparen. Idem voor Lu = —u”, w(0) = 0, u(1) = 2u/(1)
en voor Lu = —u", u(0) =0, «/(1) = 0.

Uitwerking Hier bespreken we alleen het eerste geval. We zijn in de situatie van De-
finitie 12.1 met p(z) = 1 en ¢(x) = 0. Een oplossing van Lu = 0 met randvoorwaarde
u(0) = 0 is bijv. fi(z) := x. Een oplossing van Lu = 0 met randvoorwaarde u(1) = 0
is bijv. fa(x) := 1 — z. Dan zijn fi en fy lineair onafhankelijk. We kunnen dus de
algemene theorie van hoofdstuk 12 toepassen. We vinden dat C := fof] — fify = 1.
Dus de Green-functie is G(z,y) = (1 —y) als ¢ < y en G(z,y) = y(1 — z) als x > y.
Laat D(L) de ruimte zijn van alle v € C'([0,1]) met u’ bijna overal differentieerbaar en
u" € L*([0,1]) en u/(z) — v/(0) = [y u”(y)dy en met u(0) = u(l) = 0. Dan heeft de
operator L: D(L) — L?([0,1]) als inverse de compacte zelfgeadjungeerde operator T' op
L?(]0,1]) gegeven door

T 1
TN =0 -a) [ yf@dy+a [ 1=y ) dy
0 T
De operator L met randvoorwaarden heeft als eigenparen de functies sin(mnx) met ei-
genwaarden m2n? (n = 1,2,...). Dus T heeft als eigenparen deze zelfde functies met
eigenwaarden 7~ 2n 2. Inderdaad kan nog eens met een elementaire berekening gevwerifi-

eerd worden dat de functie sin(7nx) een eigenfunctie is van 7' met eigenwaarde 7 2n~2.



