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Motiveer al je antwoorden. De vier sommen tellen even zwaar.

1. Zij X = [0,1], A de collectie deelverzamelingen A van X zo dat A aftelbaar is of X\A
aftelbaar is. Zij A de Lebesgue-maat op [0, 1] en p de beperking van A tot A, dus u(A) := A(A)
als A € A. Zij {q,} een rij van alle rationale getallen in [0, 1].

a) Bewijs dat A een o-algebra is.
b) Zij f(x) := x. Is f meetbaar op (X,.A)?

c) Zij f(x) := x als z rationaal is en f(z) := 1 als z irrationaal is. Bewijs dat f meetbaar is
op (X, A).

d) Geef een stijgende rij van niet-negatieve simpele functies f,, op (X,.A) zo dat f,(x) 1 f(z)
als n — oo voor alle x € X.

e) Bewijs dat de maat p volledig is op (X, .A).
f) Zij f als in c). Bepaal [ fdpu.

2. Zij B de Borel o-algebra op R. Op (R,B) is A de Lebesgue-maat en p een eindige maat.
Definieer F(z) := pu((—o0,z]) (z € R).

a) Bewijs dat de functie F' monotoon niet-dalend en rechts-continu is.
Aanwijzing Gebruik voor het bewijs van de rechts-continuiteit de Stelling van Lebesgue
toegepast op F(zy) met x, | x.

b) Bewijs dat p({z}) = F(x) — limy, F'(y).
Aanwijzing Gebruik de Stelling van Lebesgue toegepast op F(z) — F(z,,) met x,, | x.

c) Bewijs dat er een aftelbare deelverzameling N van R is zo dat F' continu is in alle punten
van R die buiten N liggen.

d) Stel dat p absoluut continu is t.o.v. A. Bewijs dat F' continu is op R.

3. Zij B de Borel o-algebra op [0,1] en A de Lebesgue-maat op [0,1]. Zij f: [0,1] — C een
integreerbare functie op ([0,1],8,\). Definieer F(y) := f[O,y] fd\ (y € [0,1]). Dan kan ge-
makkelijk worden bewezen dat F' continu is op [0,1], maar dat mag je aannemen. Definieer
G(z) = f[o,x]Fd)‘ (x € [0,1]). De (semi)normen |.||1, ||-]l2, ||-]|oc Worden genomen t.o.v.
([0,1], B, \).

a) Bewijs (met behulp van Fubini 2) dat G(z) = f[O,r] (z —1t) f(t)dA(t).
b) Bewijs dat ||Gl|co < || f]]1-

c) Stel dat || f|| < co. Laat zien dat ||f|l1 < || f[lcc en [|Glloc < ]I f]loo-
d) Stel dat ||f|l2 < oo. Laat zien dat || f]|1 < [|f]l2 en [|Glleo < 2V3||f]l2-

4. Formuleer en bewijs het Lemma van Fatou.



