TD1: RAPPEL DES LIMITES

Exercice 1. On considére une suite de polynomes (f,).en € Q[t]N definie par fo(t) =1

tt—1) - (t—n-+1)

et fu(t) = o et un operateur A : C[t] — C[t] sur polynémes defini par
(Af)t)=f(t+1)— f(t) pour tout polynéme f. On remarque que A fo=0et A f,11=fn
pour n € N.

1. Montrer que pour tout entier d € N et polynome f € C[t] de degré <d, il existe ay,

aq, -+, aq tel que fzzzzoak fx- De plus, a= (A* £)(0) pour k=0, -, d.

Calculer Z;:o fr(j) pour tout entier n, k€ N.

. En déduire la valeur de Z;:o f(4) pour tout polynéme f € C[t] en termes des (A* )(0)

pour k € N. Ecrire explicitement la valuer de doigdtet 30050

Soient z € C et f € C[t]. Etudier la convergence de >0 f(J) 27 quand n— oo sans
calculer la valeur.

. Calculer le polynome Z?:o fx(7)u? =% € Q[u] pour n, k € N. On remarque que fx(j)=

0 quand j <k. [Indication: considerons l'identité > 7  u’ = (u"*'—1)/(u—1) et

—0
prenons les dérivées itérées.|

En déduire la valeur de Z;LZO f(j) 27 pour z € C et polynéme f € CJt] en termes des
(AF £)(0) pour k € N. Ecrire explicitement la valuer de Z;: 0J 27,

De la méme fagon, calculer Z;L:(] f() (?) pour f € C[t]. Ecrire explicitement les

valeurs de 377 (?): > o] (?) et 31 oJ° (?)

Solution.

1.

2.

On montre par récurrence sur d € N que f est une combinaison linéaire de fy, -,
fa. L’énoncé est vrai quand d =0. On suppose que ’énoncé est vrai pour d — 1.
Ecrivons que f(t) =agt?+ g(t) o g € C[t] et deg g <d. Alors f(t) — agd! fi(t) =
ag (¢ —d! fa(t)) + g(t) est de degré <d, donc il existe ag, -+, ag_1 tel que f(t) —

agd! fa(t) = ZZ:) ay, fr(t), c’est-a~dire, f=ayd! fa+ Zz;é ay fr-

Pour montrer que ay = (A* f)(0), on prend A* sur l'égalité f = Z;'l:o a; f; et évalue
au point 0. Remarquons que fi(0) =0 quand k>0 et A* f;= f;_4 ol on note f=0
quand £k <0.

Yoo i) =220 (ferr(G+1) = far1(5) = frrr(n+1) = frs1(0) = frra(n +1).



3. S f() =0 S0 (A £)(0) fuld) = X0 (A" F)(0) fir(n+1). Quand f(t) =2

et f(t)=t> respectivement, on calcule A* f par tableaux

= 0/1]213
f)y=t> [0]1]4]9
(Af)t)=11(3|5
A2 =12|2]-
= 01234

f(ty=t> {0 1|8 |27|64

(Af)Yt)={1] 7 [19]37 |-

(A2 f)(t)=1]6|12]18

(A% f)(t)=]6] 6

Donc

n

n+1)(2n+1)

2= fan1)+2 fa(n 1) = .

j=0

3

n?(n+1)3

72=fon+1)+6 fs(n+1)+6 fi(n+1)= ;

=0

4. Si|z|>1et f#0, f(n)z" ne converge pas a 0 quand n— oo donc Y7 f(j) 27 diverge.
Si |z]| <1, on pose a=(1+|z])/2 alors

’f(n) 2"

(){TL

=17l 2] =0

Alors il existe N € N tel que quand n> N, on a | f(n) 2"| < a". Par conséquence, pour
n>m>N,onal}"_ f(j)2[<3}7 o’ <a™/(1—a)—0 quand m— oo, donc la
suite (3-7_, () 2%)nen est de Cauchy alors converge.

n

e 1/ aY (&S Y 1/ aNurtoa
ka(])uj kzﬁ(ﬂ) <]§_:0 UJ>IE<E> —uu—l

J=0

6. On a déja calculé la somme quand z=1. Supposons que z # 1 et notons que d=deg f.

n

> T F=D 3 (N0 fil)# = %( d ) i

; dz z—1
=0 k=0 k=0



Quand f(t)=t, on a

i nz"tt—(n+1)z" +1z
ZJ (z—l)

7. On considére le polynome en u:

ka ()= ka (ut =g X (") w = At 1

Alors
n w e
> () w =30 3 @00 i) ()= 32 S ) (1

Quand f(t)=1,t,t* respectiyement, on a Z;L:(] (’;) w = (1+u)", Z;L:Oj (’;) uw =
nu(l+u)" et 330 j (0w =nu(l+u)" " +n(n—1)u (1+u)" 2

Exercice 2. Déterminer des limites des fonctions suivantes:

sin3x

1. snh 2 en r =0,
/ — /1?41
2. v . T en =0,

3. un:<1~l—%> quand n — oo,

4. u,= <1—{—i2> quand n— oo,
n

5. v,=(d7? ZZ:1 1/") quand n— 00, ol les xy sont des réels strictement positifs.

Solution.
1. On remarque que sinx ~z quand = — 0, donc lim,_,¢sin(3x) /sin(5z) =3 /5.

2. Deux approches:

2

/o1 — 1 —

T vl - —>lquandx—>0,
T Vi+l++va2+1 2




e rm:(1+§x+0<x2>)—<1+0<x2>>

T T

3. (1+nH"—exp(1),
4. 1+n)"=(1+1/n)")/" = exp(0) =1,

5. On remarque que pour tout constant o >0, on a ozl/":exp(n_1 loga)=1+n"tlna+
O(n=?%) quand n — oo, donc (d~* ZZ:1 /™" = exp(n In(1 + (n d)~* Zzzl In z;, +
O(n72)) = exp(n ((nd)™ Y, In zx + O(n72))) = exp(In(as -+ za)/* + O(n7)) =
(z1 - 2g)/?+O(n1).

Exercice 3. Pour tout entier n € N*, on définit u, =3, _ 1/klet v,=1/(n-nl)+> " 1/k.
1. Montrer que les suites (uy)nen+ €t (v,)nen+ sont adjacentes,

2. On note e leur limite commune. Montrer que e ¢ Q.

Solution.

1. Evidemment la suite (u,) est croissante. v, 41 —v,=1/((n+1)-(n+ 1)) +1/(n+1)! —
1/(n-n)==1/(n(n+1)-(n+1))<0et v,—u,=1/(n-n!)—0 quand n— co.

2. Pour tout n € N*, on a u, <ty 11 <e <v, 11 <v,, donc nlu, <nle<nlv,=nlu,+1/n<
nlu,+ 1. D’autant que n!u, € Z, on a n!e ¢ Z. Par conséquence, e ¢ Q.

Exercice 4. Soient (a,),cn € RN une suite des réels telle que lim,, ;o (@41 —a,)=0et [ <L
deux valeurs d’adhérence de la suite (a,). Montrer que pour tout v € [I, L], v est une valeur
d’adhérence de la suite (ay,).

Solution. Si v =1 ou v =L, I’énoncé est évident. On suppose que [ < v < L. Pour tout
réel positif ¢ <min{v —1,L —v}/2 et tout entier N € N, on va montrer qu'il existe un
entier n > N tel que |a, —v| <e. On prend un entier N'> N tel que pour tout n > N’ on a
|an 11— an| <e. D’autant que [, L sont les valeurs d’adhérence, on peut choisir deux entiers
q>p>N'tel que |a,—l|<e<v—let|a,—L|<e<L—w, alors a,<v<a, On choisit n
I’entier maximal tel que p <n < q et que a, <v, alors a, 1 >v. Donc € >a, 11— a,>v —a,.

Exercice 5. Soient f:[0,1]— [0, 1] une fonction continue et x € [0, 1]. On définit une suite
(an)nen par ag=x et a,+1 = f(a,). Montrer que la suite (a,) converge si et seulement si
limy, 00 (g1 — ay) =0.



Solution. On suppose que lim, , (a,+1 — a,) =0, et on va montrer que la suite (a,)
converge. On note [ la limite inférieure et L la limite supérieure de la suite (a,). Remarquons
que 0<! <L <1. Il suffit de montre que = L. On montre par ’absurde. Si [ < L, par I’exercice
précédente, pour tout v € [I, L], v serait une valeur d’adhérence, alors il existerait une sous-
suite (a,,)ren qui convergerait & v, et alors a,, 1= an, + (@11 — Gn,) = v quand k — oo.
D’autant que a,, 1= f(ay,,) et que la fonction f est continue, v= f(v) pour tout v € [[, L]. On
prendrait € = (L —1) /4, et d’autant que (/4 L) /2 serait une valeur d’adhérence, il existerait
un entier n tel que |a, — (I+ L) /2| <e, et alors a,= f(an) =ant1= f(ant1) =ani2="--, alors
(an) convergerait, ce serait absurde.

Exercice 6. Calculer les intégrales suivantes:

f r+1
1x2—|—x+1

2. f2 cos(x) exp(x) du,
3 fﬂ/2cos(93) sin(z)2dx
tJrw/6 ’
4. f;(x2+2:z:)exp(sc)dx.
Solution.
e+l (z+1/2)+1/2 y

1 » J—
1. 3;2—|—:l:—|—1_(x+1/2)2—|—3/4_y2+3/4+2(y2+3/4> oly=x+1/2.

52 ydy d(y?+3/4) 1 .7dt
vy _ff y2+3/4 _2 s~ 7= n3)/2,

sy~ VA VA actan(s/ V)

2. I:= f2 cos(z) exp(x) dx = sin(z) exp(z) §:2+f23—sin(x) exp(z) dz = (sin(z) +
cos(z)) exp(a:) o—1

Donc I = %(sin(sc) + cos(x)) exp(z)[3_s,

3. f://;cos(:c) sin(z) ?dx = [ sin(z) > dsin(z) = fll/zt—z dt=1,

4. f;(x2+2x)exp(x)d:c:(x2+2x)exp( V2_s—2zexp(z)2_os+2exp()]2—o=9exp(3) —
4exp(2).

Exercice 7. Soit f:R-¢— R une fonction continue et pour tout € R+, on alim, ., f(nx)=
0. Montrer que lim, ., f(x) =0. [Indication: pour tout ¢ >0, montrer qu'’il existe un
intervalle ouvert (non-vide et fini) I C[1,2] et un entier N >0 tels que pour tout z €
ITetn>N,ona|f(nz) <e|]



Solution. Pour tout € > 0, le but est de montrer qu’il existe A >0 tel que pour tout x > A,
ona |f(x)]<e.

On commence par un lemme

Lemme 1. [ existe un intervalle ouvert (non-vide et fini) I C[1,2] et un entier N >0 tels
que pour tout x €l et n >N, on a |f(nz)|<e.

Démonstration. On raisonne par I’absurde. On note Ey I’ensemble des réels z >0 tels qu’il
existe un entier n > N tel que | f(nx)| >e. D’autant que la fonction f est continue, I’ensemble
E est ouvert. Par ce que 'on a supposé, pour tout invervalle ouvert (non-vide) I C[1,2] et
tout entier N, I N Ey#+ @. On fixe Iy un intervelle ouvert (non-vide) tel que I, C IyC Ey. On
peut alors construire par récurrence une suite décroissante des intervalles ouverts (non-vides)
(I)nen telle que I, C I, C E,N I, ;. Ensuite, pour tout n, on choisit un point x,, € I,. Par
le théoréme de Bolzano-Weierstrass, la suite (z,)nen € [1, Q]N admet une valeur d’adhérence
r€[1,2]. De plus, pour tout n € N et m >n, on a x,, € I,,, C I,, donc z € I,,. Par conséquence,
ze€N " oInt1S N~y SN~y En, qui entraine que pour tout entier N, il existe un untier
n> N tel que |f(nz)|>e. Clest absurde parce que lim,,_,o f(nz)=0. O

Par ce lemme, on peux choisir un intervalle ouvert |a, b et un entier N >0 tels que pour
tout €l et n>N,on a|f(nz)|<e. On choisit un entier M > N tel que a (M +1) <bM.
Alors {nz[n>N,zel}D[a(M+1),4+00[. On prend A=a (M +1).



