
TD1: Rappel des limites

Exercice 1. On considère une suite de polynômes (fn)n2N2Q[t]N de�nie par f0(t) = 1

et fn(t) =
t (t¡ 1) ��� (t¡n+1)

n!
et un operateur � :C[t]!C[t] sur polynômes de�ni par

(�f)(t)= f(t+1)¡ f(t) pour tout polynôme f . On remarque que �f0=0 et �fn+1= fn
pour n2N.

1. Montrer que pour tout entier d2N et polynôme f 2C[t] de degré �d, il existe a0;
a1; ���; ad tel que f =

P
k=0

d
ak fk. De plus, ak=(�k f)(0) pour k=0; ���; d.

2. Calculer
P

j=0

n
fk(j) pour tout entier n; k 2N.

3. En déduire la valeur de
P

j=0

n
f(j) pour tout polynôme f 2C[t] en termes des (�kf)(0)

pour k 2N. Écrire explicitement la valuer de
P

j=0

n
j2 et

P
j=0

n
j3.

4. Soient z 2C et f 2C[t]. Étudier la convergence de
P

j=0

n
f(j) zj quand n!1 sans

calculer la valeur.

5. Calculer le polynôme
P

j=0

n
fk(j)uj¡k2Q[u] pour n;k2N. On remarque que fk(j)=

0 quand j < k. [Indication: considerons l'identité
P

j=0

n
uj = (un+1¡ 1)/(u ¡ 1) et

prenons les dérivées itérées.]

6. En déduire la valeur de
P

j=0

n
f(j) zj pour z 2C et polynôme f 2C[t] en termes des

(�k f)(0) pour k 2N. Écrire explicitement la valuer de
P

j=0

n
j z j.

7. De la même façon, calculer
P

j=0

n
f(j)

�
n
j

�
pour f 2C[t]. Écrire explicitement les

valeurs de
P

j=0

n �
n
j

�
,
P

j=0

n
j
�
n
j

�
et

P
j=0

n
j2

�
n
j

�
.

Exercice 2. Déterminer des limites des fonctions suivantes:

1.
sin 3x
sin 5x

en x=0,

2.
x+1

p
¡ x2+1

p
x

en x=0,

3. un=
�
1+

1
n

�n

quand n!1,

4. un=
�
1+

1
n2

�n

quand n!1,

1



5. vn=(d¡1
P

k=1

d
xk
1/n)n quand n!1, où les xk sont des réels strictement positifs.

Exercice 3. Pour tout entier n2N�, on dé�nit un=
P

k=0

n
1/k! et vn=1/(n �n!)+

P
k=0

n
1/k!.

1. Montrer que les suites (un)n2N� et (vn)n2N� sont adjacentes,

2. On note e leur limite commune. Montrer que e2/Q.

Exercice 4. Soient (an)n2N2RN une suite des réels telle que limn!1 (an+1¡an)=0 et l�L
deux valeurs d'adhérence de la suite (an). Montrer que pour tout v2 [l; L], v est une valeur
d'adhérence de la suite (an).

Exercice 5. Soient f : [0; 1]! [0; 1] une fonction continue et x2 [0; 1]. On dé�nit une suite
(an)n2N par a0= x et an+1= f(an). Montrer que la suite (an) converge si et seulement si
limn!1 (an+1¡ an)= 0.

Exercice 6. Calculer les intégrales suivantes:

1.
R
1

2 x+1
x2+x+1

dx,

2.
R
2

3cos(x) exp(x) dx,

3.
R
�/6

�/2cos(x) sin(x)¡2dx,

4.
R
2

3
(x2+2x) exp(x) dx.

Exercice 7. Soit f :R>0!R une fonction continue et pour tout x2R>0, on a limn!1 f(nx)=
0. Montrer que limx!+1 f(x) = 0. [Indication: pour tout " > 0, montrer qu'il existe un
intervalle ouvert (non-vide et �ni) I � [1; 2] et un entier N > 0 tels que pour tout x 2
I et n�N , on a jf(nx)j � ".]
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