TD1: RAPPEL DES LIMITES

Exercice 1. On considére une suite de polynomes (f,)nen € Q[t]N definie par fo(t) =1

tt—1)-(t—n+1)

et fu(t) = p et un operateur A : C[t] — C[t] sur polynémes defini par
(Af)t)=f(t+1)— f(t) pour tout polynome f. On remarque que A fo=0¢et A fr11=fan
pour n € IN.

1. Montrer que pour tout entier d € N et polynéme f € C[t] de degré <d, il existe ay,

ay, -+, aq tel que fzzzzoak fx. De plus, ap= (A* £)(0) pour k=0, -, d.

. Calculer Z;:o fr(j) pour tout entier n, k€ N.

. En déduire la valeur de Z;l:o f(j) pour tout polynéme f € C[t] en termes des (A* £)(0)

pour k € N. Ecrire explicitement la valuer de 2?:0 5% et Z?:o 53

Soient z € C et f € C[t]. Etudier la convergence de Z;:o f(j) 27 quand n — oo sans
calculer la valeur.

. Calculer le polynome Z?:o fu(7)u? =% € Q[u] pour n, k € N. On remarque que f3(j)=

0 quand j <k. [Indication: considerons l'identité > 7  u’ = (u"*' —1)/(u —1) et
prenons les dérivées itérées.|

. En déduire la valeur de Z;L:O f(j) 27 pour z € C et polynéme f € CJt] en termes des

(A% £)(0) pour k € N. Ecrire explicitement la valuer de Z;:o G2,

. De la méme fagon, calculer Z;:o () (?) pour f € C[t]. Ecrire explicitement les

valeurs de 327 (), D07 (%) et >0 (5)-

J

Exercice 2. Déterminer des limites des fonctions suivantes:

sin3x
sinbx

Vi+1—+/22+1

X

nx=0,

en =0,
1 n
Un=<1+g> quand n — oo,

un:<1+i2> quand n— oo,
n



5. vy=(d! Zzzlxi/")” quand n— 0o, ol les xj sont des réels strictement positifs.

Exercice 3. Pour tout entier n.€ N*, on définit u, =), 1/klet v,=1/(n-nl)+>",_ 1/k!.
1. Montrer que les suites (u,)nen+ €t (Un)nen= sont adjacentes,

2. On note e leur limite commune. Montrer que e ¢ Q.

Exercice 4. Soient (a,),en € RY une suite des réels telle que lim,,_, o0 (@41 —a,) =0et [ <L
deux valeurs d’adhérence de la suite (a,). Montrer que pour tout v € [I, L], v est une valeur
d’adhérence de la suite (ay,).

Exercice 5. Soient f:[0,1]— [0, 1] une fonction continue et z € [0, 1]. On définit une suite
(an)nen par ag=x et a,+1 = f(a,). Montrer que la suite (a,) converge si et seulement si
limy, 00 (@41 — an) =0.

Exercice 6. Calculer les intégrales suivantes:

f r+1
1a:2+x+1

[\

. f;’cos(x) exp(z) dux,

Bl

f://; cos(z) sin(z) 2 duw,

W

. f;’ (22 +22) exp(z)dz.

Exercice 7. Soit f:R~¢— R une fonction continue et pour tout € R~, on alim, . f(nz)=
0. Montrer que lim, ;o f(z) =0. [Indication: pour tout £ >0, montrer qu’il existe un
intervalle ouvert (non-vide et fini) I C[1,2] et un entier N >0 tels que pour tout z €
Tetn>N,onal|f(nz)<el]



