
Feuille 2
Exercice 1.
Déterminer si les séries suivantes sont convergentes

1.
∑
k≥2

1
k2−1 ,

2.
∑
k≥1

1
k(k+1)(k+2) ,

3.
∑
k≥2 ln (1− 1

k2 ),

4.
∑
k≥0 ln

(
cos
(

1
2k

))
.

5.
∑
n≥1

n2

(1+n2)2 ,

6.
∑
n>0

(
1 + 1

n

)n − e,
7.
∑
n≥0

n2+3n
n3+1 ,

8.
∑
n≥0

(n!)2

(2n)! ,

9.
∑
n≥2

1+ln (n)

nα ln (n)β
pour α > 1 et β ∈ R,

10.
∑
n≥1

(−1)n sin (n)

n ln (n)2
,

11.
∑
n≥0 e

−n2

,

12.
∑
n≥1

∑n
k=1 k∑n
k=1 k

2 .

Exercice 2.

1. Rappeler pourquoi la série
∑
n≥1

(−1)n−1

n converge. Montrer que sa somme

vaut ln (2) (Indication: on pourra calculer
∫ 1

0
(−t)k−1dt).

2. Donner un équivalent de
∑2n
k=n+1

1√
k

(Indication: Comparer avec une

integrale).

Exercice 3.
Déterminer si les séries suivantes sont convergentes.

1.
∑
n≥0

(−1)n
3n+2 ,

2.
∑
n≥1

(−1)n√
n

,

3.
∑
n≥1

cos(πn5 )
n ,

4.
∑
n≥2

(−1)n ln(n)√
n

,

5.
∑
n≥2

(−1)n+1
ln(n) ,

6.
∑
n≥2

1
3+(−1)nn2 .
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Exercice 4.
Soit un une suite décroissante dont la série converge, montrer que un = o(1/n).
Exercice 5.

1. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites telles que
∑
u2n et

∑
v2n convergent.

Montrer que
∑
unvn converge.

2. Soit (un)n∈N une suite positive telle que
∑

1
1+n2un

converge. Montrer que∑
un diverge.

Exercice 6. Soit (un) une suite telle que un 6= 0 pour presque tout n. On
souhaite montrer critère de Raabe: Si pour une certaine constante C > 1 et un
certain réel ε > 0 on a ∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = 1− C

n
+O(n−1−ε)

alors
∑
un converge absolument.

1. Soit (an) et (bn) des suites de nombres réels strictement positifs. On
suppose que pour un certain N ∈ N on ait

an+1

an
≤ bn+1

bn
pour tout n > N.

Montrer que si
∑
bn converge, alors

∑
an converge aussi. (Indication:

Étudier la suite (an/bn)).

2. Utiliser le critère précédent appliqué aux suites (an) et (n−s), où 1 < s <
C, pour montrer le critère de Raabe.

Exercice 7. Dans cet exercice on trouve une suite (an)n∈N et une permuta-
tion des nombres naturels σ : N → N telles que les series

∑
n∈N an,

∑∞
n=1 aσ(n)

convergent mais
∑∞
n=1 an 6=

∑
n∈N aσ(n).

1. Calculer
∑∞
n=1

(−1)n+1

n = 1− 1
2 + 1

3 −
1
4 + . . . .

2. Montrer la convergence de
∑∞
n=1

(−1)σ(n)+1

σ(n) = 1+ 1
3−

1
2 + 1

5 + 1
7−

1
4 + 1

9 + 1
11−

1
6 + . . . où σ(3m+1) = 4m+1, σ(3m+2) = 4m+3 et σ(3m+3) = 2m+2,
pour m ≥ 0.

3. Monter que la limite de la deuxieme serie est strictement plus grande que
celle de la premiere. (Indication: Il n’y a pas besoin de calculer la valeur
explicite de la deuxieme serie).
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