TD3: INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 1. Déterminer la nature des intégrales suivantes et, le cas échéant, calculer la
valeur:

1. f0+oocos(2t~|—1)dt,
2. [[(1+1t)2Intdt,
3. [T (1+13)2de,
4. [T(1+4)"2Intdt,
5. [T ),

6. f ((t—a) (b—1))"Y2dt, ot a <b sont deux réels.

Solution.
N° | Singularité(s) | Nature Raisonnement Valeur
1 +o0 DV | [im T Peos(2t +1)dt =1/2, k € N* (Cauchy)
2 0 CVA (14t)2Int~Int quand t — 0" —In2
3 +00 CVA (14+t*)2~t"* quand t -0 /4
4 +00 CVA (1+¢)?Int~t2Int quand ¢t — oo In 2
5 1,400 DV (t*—1)1~271(t—1)"" quand t —+ 1
6 a,b CVA s
2.
R VAN V) I .
S+t 1+, Jot(1+0)
Int !
= i Tt —In(141) _
tInt '
= —In(1+t¢
1+t n< - )tze

Prendre e — 0", on a fol(l +t)?Intdt=—In2.

3. On remarque que

feodr ot
o 1412 1+4¢2

400 —+00 —+00 +oo
+/ L2t / dt _/ dt
=0 J, (1+12)2 o 1+t J, (1+12)?



Donc

+o00 dt _l +o00 dt _I
o (1+t)2 2 [, 1+t2 4

4. Similaire a la question 2.
6. Tout d’abord,

~ (t—a)™'/? quand t—at
(t—a)(b—t) b—a
1

~ (b—1)"'2 quand t— b~
(t—a)(b—1t) b—a

Donc l'intégrale converge.

Pour calculer la valeur, on commence par l'identité

(t—a)(b—t):<bga>2_<t_a;tb)Q

qui nous permit de déterminer I'intégrale indéfinie

— arcsin 2t——CL—b + C

dt
/ (t—a)(b—t) b—a

Donc la valeur d’intégrale définie est .

Exercice 2. Pour tout réel a #0 et tout entier n € N*, on définit

e dt
ho= |

Montrer par récurrence que les intégrales f,,(a) convergent et établir une formule de récur-
rence entre f,.1(a) et f,(a). En déduire la valeur de f,(a) pour tout n.

Solution.

Tout d’abord, +00 est la seule singularité de f,(a) pour tout réel a0 et tout entier n € N*.
D’autant que (¢2+ a?) ™ ~t72" quand t — +oo, donc les intégrales f,(a) convergent. Alors

par IPP,

+oo +o0 2
. +2n[) e =20 a0 =@ fun(@)

t
fn(a) :m



donc

2n—1
2n a?

fn-l—l( ) fn(a)

De plus, fi(a)= f0+oo(t2 +a?)"2dt =a tarctan(t /a)|[{5=2""|a| Tt 7
Donc

B (2n —3)!
Jl®) = e T =1

™

Exercice 3. Déterminer la nature des intégrales suivantes:

1. [t 2sintdt,

2. fol(l —cost) (sint)~*dt,

w

o (et =1) [In(1+ )| 712dt,

W

[ (1435 1) cot tdt,

5. [Tt (1+12) " Intdt,

=

[ (Ine) e,

\]

f2/ n(cos(1/t)) dt
[T 2 sin(t12) (In(1 +-¢)) ~t dt,

. f0+oox_1/2exp(—\/a:2+:z+ 1)dz,

10. [tsintdt,

0]

Ne}

11. f0+005_6 (14 5)*—s%)ds,

12. (3t (Int) ™7 (Inlnt) 7 dt,
13. ["sint?dt.
Solution.

1. DV, t2sint~t~! quand ¢t — 0.

2. DV, (1 —cost) (sint)~*~271¢=2 quand ¢ — 0.



3. CVA, 0< (e = 1) (In(141)) "5 ~t~Y/2 quand ¢ — 0.

4. La fonctionne est bornée (en fait, ce n’est pas une intégrale impropre): lim,_,o+ ((1+¢)35—
1) cott=3.5.

5. Remarquons que lim;_,o+tInt=0. +00 est la seule singularité de 'intégrale. 0 <t¢ (1 +
t2)"*Int~t'72*Int quand t — +oo, donc l'integrale CVA si a>1, et elle DV si a < 1.

6. DV, t~Y(Int) 3~ (t —1)73 quand t — 1T.

7. Tout d’abord, 0 <cos(1/t) <1 quand 2 /7 <t < +o00, donc In(cos(1/t)) <O0.

Les singularités: 2 /7, 4+00.

e Etude de t—2/m:

1 (7 1\ . w(t—=2/7) w(t—2/7)
COS?—SIH<§ ?)—sm 57 1

2
In cosl =In 15—2 —|—1n7r_N1n t_Z
t s 4 s

Par critére de Bertrand, | zl/ﬂln(cos(l /t)) dt converge (absolument).

donc

e FEtude de t — +o0:

donc
1 1 1 1
ln<COS?) RIECTPRE O(t_4> Y]

Par critére de Riemann, [ 1+ooln(cos(1 /t))dt converge (absolument).

8. DV, t'/2sin(t7/2) (In(1+1t)) ' ~1/Int quand t — +oo (Remarque: il est positif quand ¢
est assez grand.)

9. CVA. x_1/2exp(—\/x2+x+ 1) ~e 27?2 quand z— 0%, et x_1/2exp(—\/:c2+sc+ 1) =
z2exp(—zy/1+27 1+ 0(x72) )=z 2exp(—z (1427 171+ O(x72))) ~e M2z 2ee
quand z — +00.

2km+m/2

10. Quand a <0, on a 2km+7/6

grale diverge.

t~sintdt > (27! — 671 wsin(7 /6) pour k € N*, donc I'inté-



Quand « > 0, les singularités (potentielles): 0, +oc.

e Etudedet—07:t *sint~t~**!. Quand a <2, l'intégrale fol converge (absolument).
Quand «a > 2, 'intégrale divergent.

e Etude de t— +o0: 'intégrale | 1+OO converge par le critére de Dirichlet (la fonction
t—>t~ est décroissante et converge a 0 quand ¢t — +o0; la fonction y— | 1ysintdt est
bornée). De plus, quand « > 1, 'intégrale converge absolument parce que |t~*sint| <
t=®. En revanche, quand 0 <« <1, on a [t~ ®sint| >t *sin?t=1"*(1—cos2t)/2,
et comme au-dessus, par le critére de Dirichlet, fl t~%cos 2t dt converge, mais
f t~*dt diverge, donc l'integrale f1 |t=*sin t|dt diverge. Du coup, quand 0 <

a <1, I'intégrale f . *t=sint dt semi-converge, et quand « > 1, I'intégrale converge
absolument

e Conclusion: quand a <0 ou a > 2, 'intégrale DV; quand 0 < a <1, I'intégrale SCV;
quand 1 < «a <2, I'intégrale CVA.

11. Quand a =0, l'intégrale converge (en effet, est nulle).

Quand « # 0, les singularités (potentielles): 0, +oc.

e Etude de s—0t:

Quand a <0, s77((1+5)*— %) ~ —s*~#. Donc 'intégrale fol converge si f<a+1,
et diverge sinon.

Quand a>0, s 2((1+45)*— s%) ~s~#. Donc l'intégrale fol converge si J< 1, et diverge
sinon.

e Etude de s— +o0: s A((145)*—5Y)=s*"F((1+1/5)*—1)~as*#~! donc l'inté-
grale [ 1+ > converge si > a, et diverge sinon.

e Conclusion: quand « < 0, I'intégrale CVA si a < S <a+1, et DV sinon; quand « >0,
I'intégrale CVA si a < <1, et DV sinon.

12. La singularité: +oo. L’intégrale CVA quand a>1oua=1et f>1,oua=F=1et y>1,
et DV sinon.

13. fo 51nt2dt—f0 smu2d

7 semi-converge par la question 10.

Exercice 4. Soit f:R—R une fonctlon continue, T" périodique. Montrer que fT t=Lf(t)de
converge si et seulement si f 0 t)dt=0.

Solution. On note la fonction F'(z f f(t)dt € CHRsg). Si F(T)=0, alors F est aussi
T-périodique, donc sup,>r |F(z )| = supzejo,r] | F(x)] < +oo. Par le critére de Dirichlet,

[t f(e)de CV.



Si f t)dt CV, alors la série Y " a, définie par a, = fTEZJrl)Tt_l f(t) dt converge.
Remarquons que par la T-périodicité de la fonction f, on a

S| 1 [r Tr 1
an:/o nT—Hf(t)dt:n—T/O f(t)dt—/o (n—T—nT—H)f(t)dt

De plus, pour tout réel ¢ € [0,7], on a

On note m:=T"~ 1f0 t)dt et M:=T~ 1f0 | £(¢)] dt, alors

=z [r0a < [ ol s (2L ()

Du coup, pour tout entier N € IN*, prendre ij:l sur les inégalités (1), on a

al Y1 Y1
S awomd MY (G )= v
Alors
N N 1
Zan >—M—{—|m|zg
n=1 n=1

On déduit que m =0 du fait que la série ) a, converge et la série & TG positifs Y 1/n
diverge.

Exercice 5. Soit f:R— R une fonction continue décroissante et [ 0+ > f(z) do converge.
Montrer que lim, ;o x f(z) =0.

Solution. Tout d’abord, d’autant que la fonction f est decr01ssante f(z f yH t)dt

pour tout réels y > x> 0. Prenons y— +00, par la convergence de f( )dt on a f( )
Alors 0<z f(x) <2 f /2f t)dt pour tout réel z > 0. Prenons x — +oo on déduit le resultat

Exercice 6. Soit f:Rs>o— C une fonction a valeurs complexes deux fois différentiable,
et la dérivée seconde f”:Rso— (D est Riemann-intégrable sur tous les intervaux fermés

[a,b] CRxp. Si les intégrales fo f(x)|*dz, 0+O°|f”(x)|2dx convergent, on va montrer que

Pintégrale [° o '(z)|? dz converge.

1. Sans perte de généralité, on peut supposer que la fonction f est a valeurs réels. Pourquoi?



. En utilisant linégalite 2 |f(x) f"(z)] <|f(x )|2 + |f”( )|2 montrer que 'intégrale

f0+oo|f(x) f"(z)| dz converge. On note M :=|f(0) |+f "(z)| de.

. Afin de prouver que f o '(x)|* dz converge, il suffit de montrer que |, OE | f/(x)|*dx =
fo )2dz < M pour tout reel E >0. On montre par ’absurde. Sinon, il existe £ >0,
tel que fo x))?> M. Montrer que pour tout réel z > FE, on a f( ) f'(z)>0. [Indica-
tion: cons1derer la formule de Newton-Leibniz: f(z) f'(x) — = fom(f(t) f(t)+
(f'(£))?) dt]

. En dedulre que la fonction g(x) = (f(z))? est strictement croissante sur [E,+oc[. Montrer
que fo f(z)]?dz diverge. Conclure.



