TD3: INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 1. Déterminer la nature des intégrales suivantes et, le cas échéant, calculer la
valeur:

1. fo cos(2t+1)dt,
2. [J(1+1)2Intdt,
3. f (1+¢2)~2dt,
4. [T(1+4)"2Intdt,
5. [ ),

6. f ((t —a) (b—1t))~Y2dt, ott a <b sont deux réels.

Exercice 2. Pour tout réel a #0 et tout entier n € N*, on définit

e dt
ho= ||

Montrer par récurrence que les intégrales f,,(a) convergent et établir une formule de récur-
rence entre f,.1(a) et f,(a). En déduire la valeur de f,(a) pour tout n.

Exercice 3. Déterminer la nature des intégrales suivantes:

1. [t 2sintdt,

2. fol(l —cost) (sint)™*dt,

w

o (et =1) [In(1+ )71 dt,

W

fy (L4132 = 1) cot ¢ dt,
5. [7t(1+%) " Intdt,

6. [t~ (Int)*dt,

\']

f2/ n(cos(1/t))dt

[t 2sin(t12) (In(1 +-1)) ~ dt,

(02¢]



9. fo V2exp(—/2*+2+1)dz,
10. f0+oot‘asintdt,

11. f (14 5)*—s%)ds,

12. (37t (Int)~# (Inln¢) =7 dt,

13. ["sint?dt.

Exercice 4. Soit f: IR—)IRune fonctlon continue, T périodique. Montrer que fT tLf(t)dt
converge si et seulement si f 0 t)dt=0.

Exercice 5. Soit f:R — R une fonction continue décroissante et [ 0+ * f(x) dz converge.
Montrer que lim,_, oz f(z)=0.

Exercice 6. Soit f:Rs>o— C une fonction a valeurs complexes deux fois différentiable,
et la dérivée seconde f”:R>o— (D est Riemann-intégrable sur tous les intervaux fermés

[a,b] CR>o. Si les mtegrales fo f(x)|*dz, 0+°°|f”(:c)|2dx convergent, on va montrer que

I'intégrale f o '(z)|*dz converge.

1. Sans perte de généralité, on peut supposer que la fonction f est a valeurs réels. Pourquoi?

2. En utilisant Uinégalite 2 |f(z) f"(x)| < |f(z )|2 + |f”( )|2 montrer que I'intégrale

f0+oo|f(:£) f"(x)| dx converge. On note M :=|f(0) |—1—f (z)|dx.

3. Afin de prouver que fo '(z)|? dz converge, il suffit de montrer que fo | f(z)]? do =
fo dx < M pour tout reel E >0. On montre par ’absurde. Sinon, il existe £ >0,
tel que fo x))?> M. Montrer que pour tout réel z > F, on a f( ) f'(xz)>0. [Indica-
tion: con51derer la formule de Newton-Leibniz: f(z) f'(x) — —fgc(f(t) f(t)+
(f'(£))?) dt]

4. En dedulre que la fonction g(x)=( f(x))? est strictement croissante sur [E, +oo[. Montrer
que f f(x)|*dz diverge. Conclure.



