TD3 SUPPLEMENT

Exercice 1. (Fausses intégrales généralisées)

1. Soient a <b deux réels, f:[a,b]— R une fonction bornée qui est intégrable (au sens
de Riemann) sur [¢, b] pour tout réel ¢ tel que a <c¢ <b. Prenons M :=supcjay | f(2)].
Fixons un positif € >0 assez petit.

i. Montrer qu’il existe deux fonctions en escalier ¢y, o sur [a+ (4 M) e, bl —
R, telles que ¢i(x) < f(z) < po(x) pour tout = € [a+ (4 M)~Le, b, et que

fb+(4M)71€(<P1(x) —o(x))dr<e/2.

a

ii. En déduire que la fonction f est intégrable sur [a, b]. [Indlcatlon choisissons
deux fonctions ¢, ¢y en escalier sur [a, b] telles que ¢ < f < P, f (pa—p1)<e
et que @;= ; sur lintervalle [a+ (4 M)~te,b].]

2. Soient a <b deuxréels, f:]a,b]— R une fonction bornée qui est intégrable sur [¢,b] pour
tout réel ¢ tel que a < ¢ <b. Définissons une famille de fonctions (gs)ger par go(a )

0 et go(x) = f(z) pour tout x € |a,b]. Montrer que f go(x dz—llmc_,a+f f(x

pour tout § € R. [Cela explique pourquoi l'intégrale fa f est appelée une <<fausse>>
intégrale généralisée. |

3. Montrer que [ 01 sin(1/x) dx est une fausse intégrale généralisée.

Exercice 2. Soit f:Rso— R une fonction réelle. Supposons que |, 0+OO f(x)dz converge.

1. Montrer que pour tout £ > 0, il existe un positif S >0 tel que pour tout réels s,t >S5,
I'intégrale |f8tf(:c) dz|<e.

2. Supposons que la fonction f est périodique de période T > 0, c’est-a-dire, pour tout
r€Rsp, ona f(x+T)= f(x).

. Soit a,b deux p051t1fs Montrer que pour tout n € N, fb+nT )da = fabf(:c) dz
En déduire que f f(z)dx=0.

. Si la fonction f est continue en xo € R>o. Montrer que f(xo)=0. [Indication:
considérons F(z)= [ f o f(t)dt et la dérivée F'(zp).] En déduire que si la fonction

f est continue, alors f( ) 0 pour tout x € R>o.



