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Exercice. (TD2 Ex6.2) Donner un exemple de 10 entiers consécutifs non premiers.

Soient n.€ N.o, N:=nl!. alors pour 2<k <mn, on a k|N +k, donc N + k est non-premier. En utilisant ce résultat, on a

n=11, alors 11! +2,--- 11! 4+ 11 sont non-premiers.



Exercice. (TD2 Ex7) Calculer pged(195,143) et ppem(195, 143). En utilisant I'algorithme d'Euclide.

Réponse.

195 = 1x143+52
143 = 2x52439
02 = 1x39+13
39 = 3x13

Donc pged(195.143) = 13.
En effet, par I'Ex12 de TD2, on a ppem(195,143) =195 x 143 /pged(195.143) = 195 x 143 /13,

Maintenant, 195/13=15=195=13 x 15=3 x5 x 13. 143 =13 x 11, alors on a ppcm(195,143) =3 x 5 x 11 x 13
par la formule de ppcm.

Remarque 1. On peut utiliser I'algorithme d'Euclide pour faciliter la factorisation.

Remarque 2. En effet, |'algorithme d'Euclide ( ~ log(max (m,n))) est beaucoup plus efficace que la factorisation ( ~
max (m,n)) pour calculer ppged(m,n) quand m,n >0 pour les ordinateurs.



Exercice. (TD2 Ex8) Trouver d=pgcd(36,126) et une relation 36 a + 126 b= d en utilisant I'algorithme d'Euclide.

Réponse.

126 = 3x 36+ 18 (1)
36 = 2x18

Donc d = 18. Par (1), on a 18 =36 x (—3) + 126 x 1, donc on peut prendre a = —3 =:ay et b=1=1by.

Chercher tous les (a,b) € Z* t.q. 36a+ 126b:d<:>%a+%b:1 ot pged(36/d,126/d) =1 (en effet, 36 /d =2 et
126 /d="7).

126

36 126 36 126 126
- b=1= >

Doncona —a+ 7a0+7b0:>%(a—a0):%(bo—b):>7|a—ao. OnprendteZt.q. a —ag=—1,
on a b—boz—%t
En résumé, a:aoJr%t et b:bo—%t.
Remarque 3. Pour résoudre une équation az+by=cou a,b,c,z,y€Z

1. Calculer d =pgcd(a,b) (par I'algorithme d'Euclide)

2. Si d1 ¢, aucune solutions. Sinon, on a agx +byy=co, ot ag=a/d €L, by=b/dE X, co=c/dEZ

3. Par I'algorithme d'Euclide, on a trouvé (zq, yo) € Z t.q. agzo+ by yo= 1, donc (coxg, ¢y yo) est une solution de ax + by =c.

4. En général, les solutions sont (x, y) = (zo+bot, yo— apt) ou t € Z.



Exercice. (TD2 Ex9) Résoudre dans 7Z? les équations suivantes: 42 +9y=1, 182 +7y=2, 52— 18 y=4, 62+ 15y =28,
562 +35y =14

Réponse. Tout d'abord, nous essayons de résoudre 6 2 + 15 y = 28. 3 =pgcd(6, 15)128 donc aucune solution.

Pour 42+ 9y =1, une solution particuliere (z,y) =(—2,1). Toutes les solutions: (x,y)=(—2+9¢,1—4t),t € Z.
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Exercice. (TD2 Ex9) Résoudre dans 7Z? les équations suivantes: 182 +7y=2, 50— 18 y=4, 56 x + 35y =14
Réponse. Pour 56 x + 35 y =14, on utilise I'algorithme d'Euclide

26 = 1x35+21
35 = 1x21+414
21 = 1x1447

14 = 2x7
Donc pged(56,35) =7.
8 = 1x5+3 2)
5 = 1x3+2 (3)
— 1x2+1 (4)

Alorsona =23 1x2-23 1% (5-1x3)=(—1)x5+2x3=2= (—1)x5+2x (8—1x5)=2x8—3x5

Donc 56 = + 35 y = 14 admet une solution (z,y)=(22,2(—3)) = (4, —6). La solution générale (z,y)=(4+5t,—6— 8%)
outeZ

Ici ap=8,bp="5,co=14/7=2
Pour 182+ 7y =2,

18 = 2x7+4
7T = 2x4-1

Remarque 4. Pour a=0bq+r, vous pouvez remplacer le reste r € [0,b] par r € [-E(b/2), E(—=b/2) + 1]
Alors 1=2x4—7T=2x (18 —2x7)—T=2x18—5x7
On trouve une solution particuliére (x, y) = (4, —10). La solution générale: (4+7¢,—10 — 18¢) pour t € Z.

Remarque 5. Si on remplace ¢ par ct +d ou c=+1,d€Z, (44+5t,—6—8t)«— (4+5(ct+d),—6—-8(ct+d))=
(5¢t+5d+4,—8ct—8d—6)

Remarque 6.

Tn—2 = Th—1qn-1+7Tn

Tn—3 = Th—2Qn—2+Tn-1

Tn—d4 = Tp—3Qn-3+7Tn—2
Alors 1, = —Gn-1Tn-1+"n—2=—Gqn-1 (Tn—S - Qn—ZTn—Q) =qn-19n—-2"n-2"qn-1"n-3=qn—-1qn—2 (Tn—4 - Qn—STn—S) -
In-1Tn-3=—n-1 1+ Gn-2Gu_3)Tn-3+Gn-1Gn_o7Tn_s=--- (les formules pour la fraction continuée)

() = ()
Tn—1 Tn—2

= An—lAn—Z( :n—j )

- An—lAn—Z"'(Z>

ouAn:(1 ’1k>
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Exercice. (TD2 Ex10) Soient a,b,z,y €7 (a,b+0). Montrer que si I'entier d =ax + by >0 divise a et b alors
d=pged(a,b).

Réponse. Pour (a,b) € Z\ {0}, la définition de pged(a,b): un entier positif e >0 t.q.
1. e|a, el|b;
2. Pour tout f€Zt.q. fla, f|b alorsona f|e.

Il suffit de vérifier que d satisfait les énoncés pou e au-dessus.



Exercice. (TD2 Ex11) Soient a,b,c,d € Z\ {0}. Montrer que
1. pged(a,b) =d==pged(ac,bc)=d |c|.
2. (pged(a,b)=1 et pged(a,c)=1) = pged(a,bc)=1.
3. pged(a, b) =1= (Ym,n > 2: pged(a™,b") =1).
4. pged(a, b) =d = (Ym > 2: pged(a™, b™) =d™).
Réponse.
1. Il suffit de montrer que
a. d|c| divise acetbe
b. si e divise ac et bc alors e divise d |¢| (Bézout: d=ax+ by).
2. Il suffit de montrer que pour tout premier p|a, on a ptbec. pged(a,b) =1= ptb. p ne divise pas c. Donc ptbec.
Alternativement, vous pouvez utiliser I'identité d'Euclide.

3. Méthode 1: par récurrence sur m et n. Méthode 2: Pour tout p|a™, p divise a alors p ne divise pas b, donc p ne divise

pas b".
4. pged(a/d,b/d)=1=pged((a/d)™, (b/d)™)=1= pged(a™,b™) =d™.
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Question. (CC1) Soient 7> 1 un entier et p+ ¢ deux nombres premiers distincts. Montrer que la racine n-iéme V/p g ¢ Q.
Réponse. Sinon, r = (pq)/" € @, alors 1" = pq=nuv,(r) =v,(pq) = v,(p) +v,(q) =1 = v,(r)=1/n ¢ 7Z.
Question. (CC1) Soient n € N.g et a,beZ\ {0}. Montrer que si a" "' |b", alors on a a|b.

Réponse. a" ! |b" implique que pour tout premier p, (n+1)v,(a) <nwv,(b) = v,(a) <nwv,(b)/(n+1) <wv,(b), donc a|b.

Question. (CC2) Calculer pged(a,b), ppem(a, b) et résoudre I'équation ax + by = c pour (z,y) € Z* ot a =68, b= 42
et c=12 (Il n'est pas nécessaire d'évaluer ppcm(a, b) dont une factorisation suffit).

Réponse. Calculons pged(a, b) par I'algorithme d'Euclide,

68 = 1x42+26

42 = 1x26+16
26 = 1x16+4+10
16 = 1x10+6
10 = 1x6+4
6 = 1x4+2
4 = 2x2

Donc pged(a,b) =2. ppem(a, b) =68 x 42 /2

Pour résoudre I'équation a x + by = ¢, tout d'abord, pged(a,b) | c.

2 = 1x6—-1x4€4Z+6%Z
= 1x6—-1x(10—1x6)
= 2x6—-1x10€6Z+10%Z
= 2x(16—-10)—1x10
= 2x16-3x10€10Z+16%Z
— 2x16—3 x (26— 16)
= —3X26+5x16€16Z+26%Z
= —3x26+5 x (42— 26)
= O5x42-8x26€26Z+427
= 5x42—8x (68— 42)
= —8Xx68+13x42€427Z+ 687

Donc en multipliant 6, on obtient une solutions particuliére: (z,y) = (—48,78). La solution générale: (z,y) = (—48+21t¢,
78 — 341).



Question. (TD3 Ex4.bc) Résoudre dans Z:
1. 10z =6 (mod 14)

1. L'équation az =c (modb): az — by =c. En général,
a. Calculer d:=pgcd(a,b). Si dfc, aucune solution.

b. Sinon, il suffit de résoudre I'équation %:I:E% (mod%). On utilise I'algorithme d'Euclide pour chercher un inverse
de % (mod %): posons ay:=a/d, by:=0b/d et ¢;:=c/d. si vous trouvez u,v € Z t.q. a;u+ by v=1, alors

a;u=1(modby), donc u est un inverse.

c.arzu=ciu(modb)) = r=cju(modby).

En particulier,

a. 14=1x1044,10=2 x 4 +2,4=2 x 2, donc pged(10,14) =2

b.52=3(mod7). 2=10—-2x4=10-2x (14— 1x 10) =2 x 14+ 3 x 10. Donc 1=—2 x 7+ 3 x 5, alors
3x5=1(mod7).

c. t=3x3=2(mod7)

2. En résolvant les équations, le systéme est équivalent a { ii:;gggj;?) donc x = —2 (mod 95 = ppcm(19, 5))

z=c1 (moday)

€T = 1= > YK Z
2 =co (modag) ' ¥ a1y+ci=azz+cyou y,zE L,

Remarque 7. En général, pour résoudre un systéme d'équations {
il suffit de résoudre a1y +ci=asz+ co=a,y — asz=cy— 1. En particulier, alors la solution générale s'écrit comme

x = (mod ppem(aq, az)).

Pour un systéme

r=c; (moda,)
T = g (mod ag)

r=¢, (moda,)

ot pged(a;, aj) =1 pour tout 7 # j (il suffit de résoudre le systéme avec (cy,...,¢,) =(0,....0,1,0,...,0), par
z=1(moda)

=0 (om0 Pour les (cy, ..., ¢,), il suffit de faire

exemple, c;=1¢et co="---=¢, =0, alors il est équivalent a {

une combinaison linéaire des solutions pour (cy,...,¢,)=(0,...,0,1,0,...,0).



a'm bn

Question. pged(a,b)=d—= (Vm,n 22:pgcd(d— —) = 1).

m?dn

Réponse. a=a;d,b=b;d alors pged(ay, b;) =1. Donc pged(af®, bf) = 1.



Exercice. (TD2 Ex12) Soient a,b € Z. Montrer que pged(a,b) ppem(a, b) = |ab|.

Réponse. |l suffit de vérifier que pour tout premier p, on a v,(pged(a, b) ppem(a, b)) =v,(|lab|) =v,(ab). En effet,
vp(pged(a, b) ppem(a, b)) = vp(pged(a, b)) + vp(ppem(a, b)) = min (vy(a), vp(b)) + max (vp(a), vp(b)) = vp(a) + vp(b) =
vp(ab).



Question. (TD3 Ex1) a=>""_ a; x 107. Montrer que

j=0
1. 3 divise a ssi 3 divise Z;:o a;
2. 9 divise a ssi 9 divise Z;:o a;
3. 11 divise a ssi 11 divise Z;:o (—1)?a;
Réponse.

l.a= Z;:o a;j (mod 3)

2. Similaire

3.10=—1(mod11) donc a=3""_((-1)’q;
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Question. (TD3 Ex7) Trouver 100'°° mod 13 [Indication 2'*=1 (mod 13) pour z 0 (mod 13)].

Réponse. 1000/12=500/6=250/3 € Z+1/3 donc le reste est 1/3 x 12=4. Donc 100'°°=100* (mod 13), ensuite
100/13€Z+9/13="7—4/13 donc le reste est —4. Alors 100*°°=100"= (—4)*=16?= 3= —4(mod 13).

Question. (TD3 Ex8) Montrer que 13|27 + 3.

Réponse. Il suffit de calculer 2° mod 13 et 3™ mod 13. 70/12=35/6 € Z —1/6 donc le reste est —2. Donc 270=2"2=
7= -3 (mod 13) et 3°=3"2=(—4)2=3 (mod 13), donc 270+ 3 =0 (mod 13).
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Algorithme d’Euclide Pour (a,b) € Z? ot b0, on a

a = bq+n rn = a—bg=as +bti€caZ+bZ

b riqga+1o Ty b—riga=b—(asi+bty) p=asy+bto€aZ+bZ

1 roqz+1s3 r3 ri—roqz=(as +bty)) —(asi+bty) z=as3+bts€aZ+bZ
ro = r3qi-tTy ry = ro—r3q=(asy+bty) —(ass+bts)u=ass+bts€aZ+b7Z

Tneo2 = Tn1Gn+Tn|Th = Tan—2—Tn_1qn=1_(a8p_o+bty_o)—(aS,_1+bt,_1)qn=0a8,+bt,€EaZ+bZ
Tn—1

Tndn+1

Cela veut dire que nous écrivons a,b,71,..., T, consécutivement comme des combinaisons linéaires de a,b. Alors r, =pged(a,
b), et que 1, =a s, + bt,, une relation de Bézout.

C'est « meilleur » que ce que je vous ai affiché avant a point de vue informatique: la complexité en espace est constante.



Question. (TD3 Ex2) Soient x, y, z € Z. Montrer que

1. 22=0,1 (mod 3)

2.Si 3| (x?+y?), alors 3|z et 3| y.

3.Sia?+y*=32% alors 3|z, 3|y et 3|z

4.Siz?+y?=32%alors r=y=2=0.

5. Que se passe-t-il si I'on remplace 3 par 5 (resp. par 7)?
Réponse.

1. Soit =0, +1 (mod 3), 22=0, 1 (mod 3) (énumérer toutes les possibilités)

2. Enumérer 22=0,1 ou y>=0, 1. D'autant que 2> + 3> =0, la seule possibilité: 2°=0 et y>=0, donc z =y =0.

3 est premier)

3. 22+ y*=32%alors 3| (2?+ y*) =3 |z et 3|y=9|(2*+¢y?*) =9 (32?) = 3| 2° ( 3| 2.
4. 1l suffit de montrer que

Lemme 8. Pour tout n €N, on a3"|z,3" |y et 3"z

Tout d'abord, pourquoi c'est suffisant, c’est-a-dire, si pour tout n € N, on a 3" |z, alors . =0.

On peut montre Lemme 8 par récurrence. Tout d'abord, quand n =0, c'est tautologie. Supposons que 3" |z, y et z,
alors on prend 2 =3" 21, y =3y, 2=23" 2 ou 1, y1, 21 € Z. Alors >+ 1> =3 2° = 27 + y? = 3 2. Ensuite, par la
question précédente, on a 3| x1,y; et zy, donc 3™ |z y et 2.

5. Pour 5, c'est faux: 12+ 22=15 x 12. Pour 7, c'est vrai dont le raisonnement est similaire au cas de 3.



Question. En utilisant I'algorithme d’Euclide, résoudre dans 7 les systémes d'équations

et

r = 1 (mod34)
x = 0 (mod55)
r = 0 (mod34)
x = 1 (mod55)

[Indication: on peut résoudre les deux systémes d'équations en méme temps.|

En déduire la solution de

pour tout (a, 3) € Z>.

a (mod 34)
B (mod55)

—N
1

Remarque. x =0 (mod55) c'est équivalent a, par exemple, =55y ot y € Z, alors la premiére équation est essentiellement
équivalente a 55 y =1 (mod 34).

Réponse. Tout d'abord, on utilise I'algorithme d'Euclide:

9 = 34+21
34 = 21+13
21 = 1348
13 = 8+5
8 = 5+3
o0 = 3+2
3 = 2+1
2 = 2x1

21
13
8

—= N W Ot

55— 34

34—21=34—(55—34)=—55+2 x 34

21 —13=(55—34) — (=55 +2 x 34) =2 x 55— 3 x 34
13—8=(—55+2%x34)—(2x55—-3x%x34)=—-3x55+5x 34
8—5=(2x55—-3x34)— (=3 x55+5x34)=5x55—8x 34
5—3=(—3x55+5x34) — (5% 55— 8 x 34) = —8 x 55+ 13 x 34
3—2=(5xb55—-8x34)—(—8x55+13x34)=13x55—-21 x34

Donc la relation de Bézout: 1 =13 x 55 — 21 x 34 et pged(34,55) =1, donc les systémes admettent une seule solution
(mod 34 x 55), et 13 x 55=1 (mod 34) et 13 x 55=0 (mod 55) donc =13 x 55 (mod 34 x 55) est une solution du premier
systéme (vous pouvez voir que les étapes ici sont paralléles a celles de 55 y =1 (mod 34): 13 est l'inverse de 55 mod 34).
Parallelement, x = —21 x 34 (mod 34 x 55) est une solution du second systéme.

Pour la troisiéme, © =13 x 55a — 21 x 34 3 (mod 34 x 55).
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Exercice. (TD3 Ex4.a) Résoudre dans Z

r = 3 (mod7)
r = 1 (mod8) (5)
r = 4 (mod9)
Solution. Tout d'abord, nous résolvons
r = 3 (mod7)
x = 1 (mod8)

D'autant que 8 —7=1, alors 8=1(mod 7) et 8 =0 (mod 8); —7=0(mod7) et —7=1(mod 8). La solution est
r=8x3+4(—=7)x1=17 (mod 7 x 8).

T

T

Il suffit d’applique I'algorithme d'Euclide au pair (7 x 8,9).

Alors le systéme (5) est équivalent a

17 (mod 7 x 8)
4 (mod9) (6)

Alternativement, on peut évaluer les inverses de 7,8 modulo 9: 871 =(—1)"'=—1 (mod 9). Ensuite, on applique I'algorithme
d'Euclide au pair (7,9):

9 = 1x7+2
7T = 3x2+1

Alors 2=9 -1 xTet 1=7-3x2=7-3(9—-1x7)=4x7—-3x9. Donc 4x7=1(mod9), cela vaut dire,
771 =4 (mod9). Pour résoudre le systéme (6), on prend =17+ 7 x 8 y, alors on a 17+ 7 x 8 y =4 (mod 9), cela
vaut dire 7x 8 y=5(mod9) = y=5(7"1) (87 ) =5 x4 x (—=1)=—-2(mod9). Donc 2 =17+7Tx8x (9k —2) =
17—2%x7x8(mod7x8x9).

Exercice. (TD3 Ex6) Enumérer les classes de congruence inversibles a (mod 12) € (Z/127)*. Pour chaque élément de
I'ensemble (7Z /12 7,)* determiner son inverse. Idem pour (Z/187)*.

Solution. a (mod 12) € (Z /12 Z)* ssi pged(a, 12) =1 (12 =22 x 3 alors pged(a, 12) =1 ssi 2fa et 3ta), c'est-a-
dire, a = +1,4+5. Dans ce cas, ppcm(¢(2?), ¢(3)) = ppem(2,2) =2, donc pour tout tel a, on a a*=1 (mod 12), donc
a~'=a(mod12).

Paralléllement, a (mod 18) € (Z /18 Z)* ssi pged(a, 18) =1 (18 =2 x 37 alors pged(a, 18) =1 ssi 2ta et 31a), c'est-a-dire,
a=+1,+5 47 (mod 18). On peut évaluer un par un a~! (mod 18). Il suffit de trouver les inverses de 1,5, 7. On utilise
I"algorithme d'Euclide pour évaluer 5! et 7~ modulo 18.



Probléme. Calculer la fonction d'Euler ¢(n) et le reste ™ modn.
Proposition. Sin=[["_,py, alors p(n)=1]"_, (p;— 1) P~ Par exemple, p(9) = p(3%) = (3—1) x 3°~1 =6
Exercice. (TD4 Ex4.1) Calculer p(64), ©(125), ¢(100) et ©(108).

Solution. (64) = p(20) =25 =132, p(125) = p(5%) =4 x 52 =100, p(100) =2 x 4 x 5 =40, p(108) = (22 x 3%) =
2 % 2 x 32=36.

Cas particulier n = p. a” mod p pour m > 1
1. Sip|a, alors p|a™, donc ™ =0 (mod p).

2. Sinon, on a a?~' =1 (mod p). On calcule le reste m = mg (mod p — 1). Alors a™ = a™0 (qP~1)m=m0)/(P=1) =
a™ (mod p).

mo

3. Evaluer a™® mod p (on peut remplacer a par le reste @ mod p).

Remarque. Si nous devons calculer a™ mod p pour tout m € N, il suffit de calculer (a™ mod p),,ex un par un a’

at,a?, ... en utilisant ™ =a™m !

I'ordre de a (mod p) est m;.

9

x a. En particulier, si pfa et m; est le premier m € N t.q. a”" =1 (mod p), alors

Exercice. (TD3 Ex9) Montrer que a1 =a™ (mod 11) pour tout a € Z et m,n > 1. Déterminer 2019192 mod 11.
Solution. m + 10 n =m (mod 10) = a™ 19" = @™ (mod 11). Alors 2019=2 x (—1)*+1x (=1)+9=6=
—5 (mod 11), donc 20199192 = (—5)2=25=3 (mod 11)

Exercice. (TD3 Ex14) Pour n€ N, on note a,,=3", b,=4" et ¢,,= 1018 x 2018" + 1026 x 2019". Calculer a,, mod 13,
b, mod 13 et ¢,, mod 13.

Solution. Tout d’abord, 1313 et 1314. 1001 =7 x 11 x 13 =0 (mod 13), donc 2018 = 3 (mod 13) et 2019 =
4 (mod 13). Alors ¢, =4 x 3" —4"=4a, — b, (mod 13). Pour tout n € N, on prend n est le reste de n mod 12. Alors
a, =3" (mod 13) et b, =4"° (mod 13).

n Ol1 (2 |3 [4 |5 |6
3" mod 13 113 |—4(1 |3 |[—4]|1
4" mod 13 114 |3 [—-1|—-4|-3]|1
¢, mod 13 3|-5|-615 |3 |0 |3
en utilisant

cn=4a,— b, (mod13)

Donc les ordres de 3 (mod 13) et 4 (mod 13) € (Z/137)* sont respectivement 3 et 6. Les valeurs de a,, b, ¢, modulo
13 ne dépend que de n mod 6.

Cas particulier n = p". a” mod p” pour m > 1
Cas pgcd(a,n) =1, c’est-a-dire, pfa.
1. Onaa?™ =1 (modn). On calcule le reste m =1 (mod ¢(n)). Alors a™ = a0 (a#™)m=m0)/¢() = gm0 (modn).

mo

2. Evaluer a™ modn (on peut remplacer a par le reste a modn).

Cas p|a. On écrit a = p"¥ qq, alors p™»(@ |a™. Sir <muy(a), alors le reste est 0. Sinon, il suffit de déterminer

af' mod p" =™ ou pia.

Exemple. Pour évaluer 129 mod 3%, on écrit 12 = 3" x 4, alors 129 =30 x 419 Pour évaluer 3'° x 4° mod 3%,
il suffit d’évaluer 4*° mod 3% (parce que si 4'°=0b (mod 3%), alors 319 x 410=30p (mod 3% x 310 = 3100)),
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Exercice. (TD3 Ex5(2), pas bon) Déterminer 3'5 mod 5°.



Solution. ¢(5%) =100. 15 =1+ 2+ 22+ 23 donc 3'°=3'32338, donc il suffit d'évaluer (on note que 32" = (32" )?)

n 0]1] 2 3
3*" mod 5% | 3| 9| —44|44* mod 5°

Cas particulier n =2",r > 3.
Cas 2fa. Ona a?™/?=1(mod2") ot ¢(n)/2=2""2 Donc évaluer a” mod n:
1. Evaluer m mod p(n) /2 =:my.
2. Evaluer ¢ mod n, c'est le résultat de ¢™ mod n.
Question. (TD3 Ex11.1) Montrer que 2ta=>a*=1 (mod8) (En effet, ici = 3)
Question. (TD3 Ex5(1)) Déterminer 3'° mod 23. 3°=(3%)"3 =3 (mod )
Cas 2| a.
Cas général. 1 étape: factoriser n=pi'--- p.°.
Cas général. (Important)
1. Evaluer a™ modp;-"j =:q; pour j=1,2,..., s par les méthodes au-dessus.
2. Reésoudre le systéme d'équations (= o; (mod p}’))5_;.
Cas pgcd(a,n) =1. On peut utiliser I'amélioration de théoréme d'Euler: aPPem(@ (P19 () = 1 (mod n) (si

p; =2", on peut remplacer (p;’) par @(p;’)/2). En effet, ce nombre est « optimal ». Alors on peut calculer

m mod ppem(p(pi), ..., ¢(pL)) =:my, alors on calcule a™°

mod n.
Question. (TD3 Ex10) Déterminer 20192°8 mod 91.

Solution. 91 =7 x 13. 2019=17 (mod 91) (7 x 131001 =7 x 11 x 13), donc 20192"18= 17218 (mod 91). pged(17,
91)=1. On peut utiliser deux méthodes pour évaluer 17%°'% (mod 91):

1. On peut évaluer ppem(¢(7), ¢(13)) =ppem(6, 12) =12, donc 172 =1 (mod 91) par 'amélioration du théoréme
d'Euler. On éavlue 2018 mod 12. 2018 /12=1009/6 € Z+1/6=2018 mod 12=2=-17218=172=289 - 91 x 2=
16 (mod 91).

2. Alternativement, on peut évaluer 1728 mod 7 =2 et 17?°® mod 13 = 3. Alors il suffit de résoudre le systéme
(r=2(mod7),z=3 (mod 13)) = (z =16 (mod 91))

26n+2

Exercice. (TD3 Ex16) Montrer que pour tout € N-¢, on a 192 +3.

Solution. On commence par déterminer 26" 2 mod 18. 18 =2 x 3% et pged(2,18) =2 1. Pour cela, il faut déterminer
2072 mod 2 et 25772 mod 3%. Tout d'abord, 2" 72 =0 (mod 2). Ensuite, ©(3%)=2x 3=6, et 61+ 2 =2 (mod 3?),
alors 26772 =22 (mod 3?). Il reste de résoudre le systéme (z =0 (mod2),z=4 (mod9)). La solution est x =4 (mod 18).
Alors 22" =94 = —3 (mod 19) = 19| 22" 4 3.
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Exercice. (TD3 Ex11.2,3) Soit a € Z.
1. Montrer que pged(a,6) =1==a?=1 (mod 24).
2. Montrer que ' = a (mod 2730).

Solution.

1. 24 =23 x 3. Alors il suffit (pged(2?,3)

{ =1) de montrer que a*=1 (mod 2?) et a*=1 (mod 3). D’autant que pged(2,
a)=1,0onaa? =1 (mod2") pour n>3

(o(2")/2=2""2). En particulier, a>=1 (mod 2*). D'autant que 3{a —>

a’*=1 (mod 3).
2.2730=2x 3 x5 x 7 x 13, alors il suffit de montrer que a'*=a (mod 2, 3,5,7,13). Par exemple, pour le premier 7, on
aa’=a(mod7), alors a®**1=a (mod7) ot k€N (soit par récurrence, soit la méthode suivante: quand 71a, alors

par le petit théoréme de Fermat, a®=1 alors a®**' = (a°)* o = a (mod 7); quand 7 | a, alors 7| a et 7|a*!, donc
a=0=a"! (mod7).

Exercice. (TD4 Ex3.3) Montrer que n=1 (mod 12) = a" = a (mod 91).
Probléme. Enumerer toutes les valeurs possibles de a” mod .
1. Factoriser n.=p{*--- pi".

2. Enumerer toutes les valeurs possible de a™ mod p{" (ici, on utilise I'améloration de théoréme d'Euler pour simplifier le
calcul).

3. Résoudre des systémes d'équations = = 3; (mod pi").

Exercice. (TD4 Ex3.1, Ex3.2) Déterminer les valeurs possibles de a'? mod 7, de a'? mod 13 et de a'? mod 91 pour
a € 7. ldem pour a® au lieu de a'?.

Solution.
1. Déterminer toutes les valeurs possibles de a'? mod 91:
a. 91=7x13

b. a'*mod7:si 7|a, alors a'*=0 (mod 7). Sinon, par le théoréme de Fermat, on a a®=1 (mod7), donc a’*=1 (mod 7).
En résumé, a'?=0, 1 (mod 7). Paralléllement, ¢'*=0, 1 (mod 13).

c. Pour déterminer toutes les valeurs possibles de a'? mod 7 x 13, il suffit de résoudre les systémes

i
X

pour tout v € {0, 1} et f€{0,1}. 2x7—13=1,0naxz=—-13a+ 14 3 (mod 7 x 13), donc toutes les valeurs
possibles de a'? mod 7 x 13 sont 0,14, —13, 1.

a (mod7)
B (mod13)

2. Déterminer toutes les valeurs possibles de a® mod 91:

a. 91=7x13

b. Indication: pour déterminer toutes les valeurs possibles de a® mod 13, il faut énumérer a =0, £1, +£2, +3, +4, +5,
+6. a®=(a?)3
Quand 7|a, ona a®=0 (mod 7). Quand 7ta, alors a®=1 (mod 7) par le théoréme de Fermat. Donc a®=0, 1 (mod7).

Pour a® mod 13: a*>=0,1,4, 4,3, —1,-3=0, £1, 43, £4 (mod 13), donc ((—b)?> = —b3, donc (£b)? = +b3)
a®=(a?)?*=0,41 (mod 13). Donc il reste de résoudre

i
T

a (mod7)
B (mod13)



pour € {0,1} et 3 €{0,+£1}. x=—13a+ 14 § (mod 7 x 13), donc les valeurs possibles de a® mod 7 x 13 sont

Exercice. (TD3 Ex12) Soit = € Z. Montrer que

1. si pged(z,30) =1, alors on a 2= 1 (mod 240).

2.2"=0 ou 1 (mod q) ot g=2%3.5.

3. ' =12® (mod 240)

4. Pour tout n >0, 2" =2"*® (mod 240)

5. 24 =0, 16,96, 160 (mod 240) ou =1, 81, 145, 225 (mod 240).
Solution.

1. 240 =2% % 3 x 5. Alors par I'amélioration de théoreme d'Euler, quand pged(z,30=2x 3 x 5)=1, alors 2 = 2" "=

1 (mod2?), z2=1 (mod 3), z*=1 (mod 5). Donc x*=1 (mod ppcm(2%,3,5) = 240).
2. q=2%si 2|z alors 2| 2* = 21 =0 (mod 2%). Si 24z, alors 2*=1 (mod 2*) (voir au-dessus).

q=3,5:si 3|z, alors . Si3fx, alors
3. D'autant que 0°=0 et 1?°=1, alors (2*)?= 2" (mod ¢) ou ¢=2% 3.5, alors 2®= 2" (mod ppem(2*, 3, 5) = 240).
4. gnti=gnpt=a" 2% =27 (mod 240)

5. Il reste de résoudre les systémes

r = a (mod2%)
x = [ (mod3)
r = v (mod5)

pour av, 3,7 €{0,1}. Truc: 2 =3 x 5+ 1. Donc cela va mieux de commencer par résoudre

X
€T

D’autant que 2 x 3 —5=1, alors la solution est x=—5 3+ 6 (mod 15). Il reste de résoudre

T
T

Solution: x=—15a+16 (6 # — 5 ) (mod 15 x 16). On prend «, 3,7 € {0, 1}.

B (mod 3)
v (modb5)

« (mod 16)
60—57 (mod1b)
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Définition. Soit n€ N.y. a € (Z/nZ)* (i.e. pged(a,n)=1) est un générateur si 'ordre de a est p(n) (Rappelons que
ord(a) | ¢(n)).

Exercice. (TD4 Ex5) Soit a € Z.
1. Si 17fa, alors a (mod 17) générateur ssi a®% 1 (mod 17). Trouver un tel générateur.
2. Si 3ta, alors a (mod 27) générateur ssi a®, a? = 1 (mod 27). Trouver un tel générateur.

Solution.

1. ord(a) | ¢(17) =16 =2, alors ord(a) = 16 ssi ord(a){8 ssi a®# 1 (mod 17) (en général, pour a € (Z/n7Z)*, a™ =
1 (modn) ssi ord(a) | m).

Pour trouver un tel générateur, a=1,2,.... Tout d'abord, 1 n’est pas un générateur. 2= (2)?=(—1)?=1 (mod 17)
donc 2 n'est pas un générateur (en effet, ord(2) =8). On évalue 3° mod 17: 3= —8 (mod 17), 3*=(3?)*=—4 (mod 17),
3%=—1%1(mod 17), donc 3 est un générateur.

2. ¢(27)=18. Doncord(a)|18 =2 x 32, ord(a) =18 ssi ord(a){6 et ord(a)19 ssi a®=£1(mod 27) et a® # 1(mod 27). Donc
ontestea=1,2,... 26=(2%)2=82=64£1(mod27) et 2°=(23)*=83=(—1)*=—1 % 1(mod 9) = 2% % 1(mod 27).
Donc 2 est un générateur.

Remarque. En général, soit m,n €N, m|n. Alors m=n ssi n/m=1 ssi pour tout premier p|n, on a m1(n/p).
Exercice. (TD4 Ex2) Soient a,b & Z. Montrer que
1.si 2fa et 5fa, alors a'°=1 (mod 1000).
2. H10 =0, 1,376, 625 (mod 1000).
Solution.

1. 1000 = 23 x 57, alors quand 2t a et 51a, on a a>=1 (mod 2%) et a!®=#®") =1 (mod 5%). Donc a!®=1 (mod 1000 =
ppem (27, 5%)).

2.Si 2| b alors 2% | 0199, sinon 010 = (b?)" =1 (mod 2%). Si 5|b, alors 52| b'%, sinon ' =1 (mod 5°) par thm d'Euler.
Conclusion: 6'°=0,1(mod 2%) et b'°=0, 1(mod 5%). Il suffit de résoudre le systéme == (mod 2%) et = 3 (mod 5%).
Onal25=15x8+5, 8=1x5+3,5=1x3+2,3=1x2+1 Alors 5=125-15%x8, 3=8—-1x5b=
§—1x(125—15x8)=16x8—125, 2=5—1x3=(125—15x 8) — (16 x 8 — 125) =2 x 125 — 31 x 8, 1 =
3 1x2=(16x8—125) — 1 x (2x 125 — 31 x 8) =47 x 8 — 3 x 125. Alors x = —3 x 125a + 47 x 8 4 (mod 1000).
On prend € {0, 1}, 5€ {0, 1}, on en déduit le résultat.

Probléme. (Si le temps le permet) Résoudre une équation f(z) =0 (modn) ot f € Z|x] se factorise comme a (z —
r) - (x—ry) oba,ry, ..., rm€Z.

On explique par exemples:
Exercice. (TD4 Ex6) Etude de I'équation 2>=1 (modn).
1. Montrer que si n = p (premier), alors les solutions sont +1 (modn).
2. Montrer que si n.=p" (p > 2 premier, r € N.), alors les solutions sont 1 (modn).
3. Combien y a-t-il de solutions quand 7 =91 ou n=1057
4. Montrer que si n=2" (r > 2), alors les solutions sont +1, £(1+n/2) (modn).
Solution.

1. 22=1(mod p) ssi p|(z —1) (x+1) ssi (p est premier) p|x —1ou p|z+1ssi x =41 (mod p).



2. 22=1(mod p") ssi p" | (x — 1) (x+1). En particulier, p|x—1ou p|x+1. Si p|z—1, alors x + 1 =22 0(mod p) =
pfr+1=pged(p,z+1)=1 % p" |z — 1. Parallellement, si p|x + 1 alors on a p" |z + 1. Conclusions:
sip'|(x—1)(z+1), alors z==+1 (mod p"). Veérifier que ce sont les solutions.

3. On factorise 91 =7 x 13 et 105=3 x5 x 7. Alors z*=1(mod 91) ssi z?=1(mod 7) et x*=1(mod 13) ssi z=+1(mod 7)
et t=-+1(mod 13). Par le thm de reste chinois, il y a 2 x 2 =4 solutions quand . =91. Paralléllement, pour n=3 x5 x 7,
il ya2x2x2=8 solutions.

4.2"|(x—1)(x+1)=2|z— 1 Donc 2" 2| TT1 2 L= 21280 ou 2|21 Si2| 201 alors Tt =221+ 1=1(mod 2) =

L 27‘,2‘1«%1@71 L 2 1 2 2
9 a4 o - - o Tt \ - :
pged(2772 =) =1 ——= 2| == 2" r—1. Si 2| “~, paralléllement, on a 2"~ ' |2+ 1. Conclusion:

r==+1(mod2"~'=n/2). On peut vérfier que quand z ==+1(mod 2" '), on a 2*=1 (mod n).




Exercices non-traités

Exercice. (TD4 Ex7) Etude de I'équation z? =z (modn).
1. Montrer que si n=p" (p premier), alors les solutions sont =0, 1 (modn).
2. Combien y a-t-il de solutions quand n =10, 100, 1000, 8407
Exercice. (TD3 Ex15, pas important) Soient x, y, 2 € Z. Montrer que
1. 22=0,1,4 (mod 8)
2.Sid| (22 +y?+2?), alors 2|z et y et z.
3.Si 22+ y* +22=3 (mod 4), alors 24z ou y ou z, et 2>+ y*+ 22=3 (mod 8).

4. 22+ y?+ 22 £ 45 (81+7), k, Il €N.
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Perdu. Voir I'ancien PDF.
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Perdu. Voir I'ancien PDF.
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Exercice. (CC6 Q1) Soit p un premier. Montrer que (Z[1/p|\ {0}, ) n'est pas un groupe.

Solution. On note que Z[1/p|\ {0} CQ\ {0} et (Q\ {0}, ) est un groupe. Donc si (Z[1/p|\ {0}, ) est un groupe,
alors il est un sous-groupe de (Q\ {0}, ). On va trouver un élément = € Z[1/p|\ {0} t.q. 7' ¢ Z[1/p]\ {0}.

(Il faut chercher soigneusement . Par exemple, siz=p, alors 7' =p~'-1€Z[1/p]\ {0}. En général, si z=p" ot n € N,
alors z='=p-1€Z[1/p]\ {0})

—m

On prend un premier ¢+ p. On va monter que ¢ ' & Z[1/p|\ {0}. En effet, pour tout p~"n € Z[1/p|, on a v,(p ™ n)=

vy(n) >0 mais v,(¢')=—1<0. Donc ¢t € Z[1/p]\ {0}.

Probléme. Etant donné un premier p concret, montrer que (7 /p 7Z)* est cyclique et trouver un générateur.
Remarque. A ce stade, il faut toujours trouver un générateur (rappel: TD4 Ex5).

Exercice. (TD5 Ex7.5) (Z/AZ,+)=((Z/57)%,).

Solution. Il faut trouver un générateur de (7Z/57)*. |l faut tester si 2 (mod 5) est un générateur. (5) =4 alors que
2"/22£ 1 (mod 5), donc 2 est un génerateur (parce que ordzsz+(2) | ¢(5)), donc (Z/5Z)* est un groupe cyclique et
I'appli Z /A7 — (7Z)57)*,n (mod 4) — 2™ est isomorphisme.

Exercice. (TD5 Ex4) Soit (G, ) un groupe. Décrire tous les morphismes de groupes Z — (G, ).

Solution. En effet, on a une bijection d’ensembles {morphismes de groupes Z — (G, %)} — G donné par f+ f(1) dont
I'inverse est donné par G — {morphismes de groupes Z — (G, %)}, g— (Z— (G, *),n+— g").

Remarque. On prend la valeur de f en 1, parce que 1 est un générateur de 7Z (—1 aussi), f(n)= f(1)" pour tout n € Z.

Exercice. (TD5 Ex12) Soit g € G d'ordre fini et soit [ : G — H un morph de groupes. Montrer que 'ordre de f(g) divise
I'ordre de g. Si [ est injectif, montrer que 'ordre de f(g) est égal a I'ordre de g.

Solution. f(g)>d69) = f(g°dc(9)) = f(ey) = ep, donc ordy(f(g)) | ordg(g) (Rappelons que g =e ssi ord(g)|n).

En suite, si f est injectif, alors Ker(f) = {eq}. Alors pour tout n € 7Z, si f(g)" =ey, alors f(g") = f(g)" = ey —
g"=ec == ordg(g) | n. En particulier, orda(g) | ordy(f(g)). Alors ordy(f(g)) =orda(g).

Remarque. Soit g € G avec ordg(g) < co. Le morphisme Z — G, n— ¢" de groupes induit un morphe injectif Z/
ordg(g) = G de groupes. En particulier, ordo(¢*) =ordg(g) /pged(|k|,m). Ici, il s'agit de calculer ordg(g") a partir de
ordg(g).

Exercice. (TD5 Ex5) Montrer: une app f:7Z — 7 est un morphisme de groupes ss'il existe a € Z t.q. f(z)=ax pour
tout x € 7Z. Déterminer le noyau et I'image de f. Quand est-ce que [ est un isomorphisme de groupes?

Solution. Tout d'abord, si f(x)=ax pour tout = €7, alors f est un morphisme de groupes. En revanche, si f:7Z — 7
est un morphisme de groupe, alors f(xz)=x f(1). On prend a= f(1). Quand f(z)=ax, Ker(f)={r€Z|axz=0}.

Cas a =0. Ker(f)=7Z et Im(f)=0.
Cas a #0. Ker(f)=0et Im(f)=aZ.

f est un isomorphisme ssi Ker(f)=0et Im(f)=7%, donc a#0 et aZ=7, donc 1 €a’Z=a|1l==a==1. En revanche,
sia==1, alors aZ="7 et f est un isomorphisme.



Exercice. (TD5 Ex11) L'appli f est-elle un morphisme de groupes? Si c'est le cas, déterminer Ker( f) et Im(f).
. f:(C\{0},) = (R\ {0}, ), z—|z].

2. f:(72+)— (Z,+),(a,b) —a—b.

3. f:(Z%+)— (Z)27,+), (a,b) —a—b (mod 2).

4. f1:(Z2,4) = (Z,+) x (Z/27Z,+), (a,b) — (a — b, b (mod 2)).

5

6

[y

. (Z3, +) — (R>0,), (a, b, c) — 2° 3b5e,
. (Z3, +) — (R>0,°), (a, b, c) — 2° 3b6e,
Solution.

1. Oui. Ker(f)={ze€C||z|=1}. Im(f)=IR.( parce que, tout d'abord, Im( f)={|z||z€ C\ {0}} CIR.¢. En revanche,
pour tout 7 € R, on a |r|=7ou € C\ {0}. Donc R-oC Im(f). En conclusion, Im( f)=R-,.

5. Oui. Tout d'abord, les deux sont des groupes. En suite, f(a+a’,b+b', ¢+ /) =20+ 30+¥ 5ete’ — gaga’3b 3 5ene’ —
20350203V 5¢ = f(a,b,c)+ f(a’,b',c'). Ensuite, Ker(f) ={(a,b,c)|293"5°=1}. Alors v5(23°5°) = vy(1) =
0= a=0. Paralléllement, on prend vz et v5, on a b=c=0. Donc Ker(f)={(0,0,0)} (f est injectif). Im(f)=
{27 x 3% x 5%},

6. Oui. Ker(f)=1{(a,b,c)[273°6°=1}. On prend vs et v3, a+c=0b+c=0. Donc Ker(f)={(—c,—c,c)|ceZ}.
Im( f)={2%x 3%} (f(a,b,c)= f(a+c,b+c,0)).

Exercice. (TD5 Ex15) Notons G le groupe ((Z/167)*,-) des éléments inversibles de 7 /16 Z.
1. Quel est I'ordre de G7

2. Enumérer les éléments de G et déterminer leurs ordres respectifs.

3. Le groupe G est-il cyclique?

4. Montrer que l'appli f:7Z /27 x Z/A7 — (Z /16 Z)*, (a (mod 2),b (mod 4)) — (—1)%5° (mod 16) est bien définie.
Que peut-on dire de 7

Solution.
1. #G = ¢(16) =8.

2. a(mod 16) € Z /16 7Z est inversible ssi pged(a, 16) =1 ssi 24 a. Alors (Z /16 Z)* = {£1, £3, £5, £7(mod 16)}
(Rappelons que ord(g) | ¢(16) =8, donc ord(g) = 2*). ord(1) =1

g% (mod16) | g=—1|g=43|g=45|g==47
k=0 —1 | £3 | £ | %7
k=1 1 —7 | =7 1
k=2 1 1

Donc ord(—1) =ord(+7) =2'=2 et ord(+3) =ord(+5) =2?=4.
3. #G =8 mais pour tout g € (Z/167Z)*, ord(g) <4, donc

4. Pour montrer que I'appli en question est bien définie, il suffit de vérifier que (—1)? 5" = (—1)* 5"(mod 16) quand
a=a'(mod?2) et b=b'(mod4). Onnote a —a'=2cetb—b'=4d alors (—1)* 5" = (—1)?¢(5*)?=1 (mod 16). On
calcule Ker( f): (a(mod?2),b(mod4)) € Ker(f) ssi (—1)25°=1 (mod 16). Alors 5**=1 (mod 16) = 4=ord(5) | 2b="b
est pair. Si b/2 est impair, alors (—1)5°=+71 (mod 16). Donc b/2 est pair, c’est-a-dire, 4 |b, alors 5°=1 (mod 16) =
(—1)*=1(mod 16) donc a est pair. En conclusion, on a (—1)*5°=1 (mod 16) ssi 2| a et 4 |b. Donc Ker(f)={(0,
0)} c'est-a-dire, f est injectif. D’autant que [ est une application d'ensembles finis et #(Z /27 x 7.)47) =8 =
#((Z/167Z)*). Donc f est un isomorphisme.
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Remarque. Pour un groupe fini G, on a ¢7“ =e <= ordg(g) | #G (le théoréme de Lagrange). Alors ordg(g) = #G ssi
pour tout premier p|#G, on a g(#G)/p#e. Peut-&tre vous n'avez pas encore vu le théoréme de Lagrange, mais vous avez vu
le cas particulier: G = (7Z/nZ)* (une autre notation: (Z/n7Z)*, c'est le théoréeme d'Euler, parce que #(7Z/n7Z)* = ¢(n)).
Voir TD4 Ex5 pour une exemple.

Exercice. (TD5 Ex13) Soit n € N.j. Montrer que i, = ({z € C|z"=1},-) est un groupe cyclique d'ordre n. Définir
un isomorphisme de groupes explicite (7 /n 7, +) — ji,,. Pour tout diviseur positif d |7, montrer que jiy C /i, est un sous-
groupe de 114 (cyclique d’ordre d). Y a-t-il d'autres sous-groupes?

Solution. y,,={e?™*/" |k =0,....,n — 1} etord,, (e>™/™) =n parce que pour tout £=1,....k — 1, on a (e*™/")f =e?mif/n L]
(si vous avez vu le théoréme de Lagrange, vous pouvez juste vérifier tous les diviseurs positifs /| 7, mais ici, cela ne simplifie
rien). Alors le groupe /1, est cyclique. Explicitement, 7 /n 7 — 1, est donné par k (mod n) — (e>7/™)% Alors pour tout
d|n, on a p, est aussi un groupe cyclique, et 113 C ji,,, donc fiy est un sous-groupe de fi,,.

Lemme. Pour un groupe cyclique fini G, tous les sous-groupes H C GG sont cyclique.

Démonstration. G={e, g, ¢%...,97“ '}. Si H=/{e}, alors H est cyclique. Sinon, il existe m € {1,..., #G — 1} t.q.
g™ € H. On prend le minimum mo e {1,...,#G — 1} t.q. g"°=e. Alors pour tout ¢* € H pour k€ {0,...,#G — 1}, on
prend la division d'Euclide k=1 ¢+ 7 ot ¢,7 € Z,0 <17 <myg. Alors g" = gF=m01 = (g™)~4g¥ = gk € H. D'autant que
mg est minime, on a 7 =0, c'est-a-dire, mg | k. En résumé, on a H C (¢"). D'autant que g"°€ H, on a (¢g"°) C H. Donc
H = (g") est cyclique. O

En particulier, il n'y a pas d'autres sous-groupes que /.

Exercice. (TD5 Ex8) Soit GG un groupe. Montrer que pour tout g € GG, I'app [: G — G, h+ ghg™' est un auto.
Déterminer f~1.

Solution. Tout d'abord, on vérifier que f est un morphisme de groupes. Pour tout h,h' € GG, on a f(h) f(h)) =
ghgtghgt=gh(gtg)hgt=ghh’g'= f(hh'). Pour montrer que f est un automorphisme, il suffit mon-
trer que Ker(f)={e} et Im(f) =G. Donc pour tout h € G, si f(h)=e¢e, alors ghg~'=e. Donc gh=(ghg™')g=
cg=geth=g'(gh)=g 'g=e. Donc Ker(f)=1{e}. Pour tout e G, ona f(¢g'h'g)=qg(g'h g g'=
(g9 YR (gg~')="’, donc Im(f)=G. En résumé, f est un isomorphisme. f~':G— G, h'+— g 'h'g.

Exercice. (TD5 Ex6) Montrer: une appli [ :7Z? — 7Z* est un morphisme de groupes si existe a,b,c,d € Z t.q. f(z,
y)=(ax+by,cx+dy) pour tout (z,y) € Z*.

Solution. Il s'agit de vérifier que [ :7?— 7% (x,y)— (ax+by,cx+dy) est un morphisme de groupes.



Exercices non-traités

Exercice. (TD5 Ex6’) Montrer: une appli f: 7> — 7Z? est un morphisme de groupes, alors il existe a, b, c,d € 7Z t.q.
f(x,y)=(ax+by,cx+dy) pour tout (z,y) € Z*. Déterminer Ker(f).

Exercice. (TD5 Ex4’, le temps) Soit (G, *) un groupe. Décrire tous les morphismes de groupes Z* — (G, ).
Exercice. (TD5 Ex9, le temps) Soit GG un groupe t.q. g°= e pour tout g € . Montrer que (i est abélien.

Exercice. (TD5 Ex10, le temps) Soit GG un groupe. Montrer que I'app g+ ¢! est un morph de groupes ssi i est abélien.
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Rappel:

Exercice. (TD4 Ex5) Soit a € Z.
1. Si 174a, alors a (mod 17) générateur ssi a®% 1 (mod 17). Trouver un tel générateur.
2. Si 31a, alors a (mod 27) générateur ssi a% a? =1 (mod 27). Trouver un tel générateur.

Solution.

1. ord(a) | ¢(17) =16 =2*, alors ord(a) = 16 ssi ord(a){8 ssi a®# 1 (mod 17) (en général, pour a € (Z/n7Z)*, a™ =
1 (modn) ssi ord(a) | m).

Pour trouver un tel générateur, a=1,2,.... Tout d'abord, 1 n'est pas un générateur. 2°= (2)?=(—1)?=1 (mod 17)
donc 2 n'est pas un générateur (en effet, ord(2) =8). On évalue 3° mod 17: 32=—8 (mod 17), 3= (3%)*=—4 (mod 17),
3%=—1%1(mod 17), donc 3 est un générateur.

2. ¢(27)=18. Doncord(a)|18 =2 x 3%, ord(a) =18 ssi ord(a)16 et ord(a)19 ssi a®=£1(mod 27) et a’ # 1(mod 27). Donc
ontestea=1,2,... 26=(2%)2=82=64%£1(mod 27) et 2°=(23)3=83=(—1)3=—1£1(mod 9) = 2° # 1(mod 27).
Donc 2 est un générateur.

Remarque. Un générateur dans la partie d'arithmétique pour n € N.; < un générateur de (Z/n7Z)*. Et ord,(a) =
ord(z/nz)<(a (modn)).

En général, pour n € N. 1, on doit tester a =2, 3,... (il faut que pged(a,n)=1) pour trouver un générateur. Nous remarquons
que ord,(a) | ¢(n), parce que pged(a,n) =1 et a?™ =1(modn). Donc a est un générateur ssi ord,(a) = p(n) ssi pour
tout premier p | o(n), on a a?™/?=1(modn). Donc il suffit de

1. Enumérer tous les diviseurs premiers p de ¢(n).
2. Evaluer a#™/? mod n.
3. a est un générateur ssi a¥™/? == 1(modn) pour tout p au-dessus.
pour déterminer si a est un générateur.
En effet, il y a un théoréme:
Théoréme. (Z/n7)* admet un générateur ssi n est de forme 1,2, 4, p" ou 2 p".

On a vu que pour évaluer une puissance a™(modn), on peut utiliser le théoréme d’Euler ou on factorise = pi* x -+ X p.®
et on utilise le théoréme d'Euler pour tout p.*. lci, sin=1,2,4,p", 2 p", cela ne simplifie rien. C'est-a-dire, ici, il n'y a pas
de truc pour simplifier I'évaluation de a#™/?(modn).



Définition. (Anneaux commutatifs, anneaux intégres (m # 0,n #+ 0 =— mn #* 0))
Exemple. (Basiques) Les anneaux suivants sont intégres
1. k CC est un sous-corps de C, alors £ est un anneau (commutatif). Par exemple, ), R, € sont des anneaux.
2. Z C C est un anneau.
3. Anneaux des polynémes: Z[ X1, ..., X, |, Q[X1,..., X, R[Xy,..., X,], C[Xy,..., X,].
4.7,/ pZ ot p est un premier
Anneaux non-intégres:
1. Z/pqZ ou p, q sont deux premiers (pas nécessairement distincts).
Exemple. (Plus compliquée)

1. On a vu dans le CC que (Z[1/p],+) C (Q,+) est un sous-groupe. En effet, Z[1/p|={m /p"|m e Z,r e N} CQ est
un sous-anneau.

2. Plus généralement, Z[1 /n|={m/n"|m € Z,r € N} C (Q est un sous-anneau pour tout n € N..
Définition. (Morphismes d’anneaux)
Exemple.

1. Pour tout (ay,...,a,) € Z™, un morphisme Z[ X1,..., X,,| — 7 d'anneaux défini par Z[X,..., X,)] > [+ f(a1,...,a,) €Z. En
particulier, Z[X7,..., X, HZ,ZQLM oenNConr g X X = fre £(0,...,0) =co,... o est un morphisme d'anneaux.
Plus conrétement, quand n=1, on a Z[X| —7Z, f =co+c1 X + -+ + ¢, X"+ ¢y € Z est un morphisme d'anneaux.

2. On peut remplacer 7Z par QQ, R, C.

3. Pour tout m,n € N., si m|n, alors il existe un morphisme canonique 7Z /nZ — 7/ m 7Z,a(mod n) — a(mod m).

4. Pour tout m,n € N-, alors le morphisme Z /mnZ— 7/ m 7 x 7/ nZ de groupes défini par a(modmn)+ (a(modm),
a(mod n)) est effectivement un morphisme d'anneaux. Quand pged(m, n) =1, alors c’est un isomorphisme par le
théoréme des restes chinois.

Exercice. (TD6 Ex3) Soit A un anneau. Décrire tous les morphismes d'anneaux Z — A.

Solution. Pour tout morphisme f:7Z— A, ona f(1)=14. Alors comme f est un morphisme de groupes, ona f(n)=nly
pour tout n € Z. Donc il y a au plus un morphisme Z — A. En revanche, on peut vérifier que Z — A, n+n 1, est un
morphisme d'anneaux: f(m+n)=(m-+n)la=mla+nls= f(m)+ f(n), f(mn)=mnla=mlanla= f(m) f(n),
f(1)=1a.

Exercice. (TD6 Ex5) Soit A un anneau. Décrire tous les morphismes d'anneaux ( — A.

Solution. Pour tout morphisme f: 1) — A, comme I'exercice précédent, on a f(n)=n 14 pour tout n € Z. Alors pour tout
meZ\{0},ona f(m) f(1/m)=f(m1/m)= f(1)=14, donc m14= f(m) est inversible pour tout m € Z\ {0}. Donc

L. Il existe un entier m € Z\ {0} t.q. m 14 n'est pas inversible, alors il n'y a aucun morphisme () — A d'anneaux.

2. Sinon, pour tout m € Z\ {0}, on a m 14 est inversible. Alors pour tout 7 € @, on écrit r=m/n ot m € Z et n € N,
d’'autant que [ est un morphisme d'anneaux, f(n) f(r)= f(m)=m14 (je vous rappelle que m 14 =14+ --- + 14 quand
m>0etmly=—14—---—14 quand m <0) et f(n)=n1ls€ A est inversible, alors f(m/n)=mls(nly) =
m (n14)~" (la raison: les applications Z — A définies par m +—m (n14) "' et m+>m 14 (n14)"" sont les morphismes
de groupes et les valeurs sont égales quand m =1). Donc il y a au plus un morphisme Q — A. Dans ce cas, on peut
vérifier que I'application f:@Q — A définie par m /n+m (n1s) "' est bien définie (c'est-a-dire, si m /n=m’/n/, alors
m (nls)~'=m'(n14)""), et que f est un morphisme d'anneaux:

f mai I ma o f mings+mani
ny N9 ning

= (ming+maong) (ningly) ™!

f<7m>+f<mg> = my (n11a) " +ma(n2la) ™"

1 Uy



= my (n2 1A) (n2 1A)_1 (n1 1A>_1 -+ Mo 1A (n2 1A)_1 (n1 1A)_1 (n1 1A)
= Mine (nl N2 lA)_1+m2 (n1 N9 lA)_l (nl 1A)
= mjiny (n1n2 1A)_1+n1m2 (n1n2 1A)_1

= (m1 Mo + Ny mg) (n]_ N9 lA)_l

Donc f(my/ni+ma/ne)= f(mi/n1)+ f(ma/ns2). On peut aussi vérifier que f(my/nims/ns)= f(my/n1) f(mse/ns).
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Exercice. (TD6, Ex11.1&2) Montrer que ©Q + ©Q /6 C R est un sous-anneau (Q+ Q+/6={a+b/6|a,beQ}), et
un élément quelconque de A s'écrit d'une maniére unique a +b+/6 ot a,b < Q.

Solution. 0,1 € Q+ @Q+/6. Pour tout a,b,c,d€Q,ona (a+b6)+ (c+d6)=(a+c)+ (b+d)/6€Q+ Q6
et (a+006)(c+d\6)=(ac+6bd)+ (bc+ad)/6€Q+Q+\6. Donc Q+ Q+/6 est un sous-anneau de R.

Considérons I'application f:@Q x Q — @Q + Q /6, (a,b) — a+b+/6. Cest un morphisme de groupes. Pour montrer que
[ est injectif, il suffit montrer que Ker(f) =0, c'est-a-dire, si a+b+/6 =0, alors a=b=0. Si b0, alors \/6 = —a /b, ce
qui est impossible (1/6 ¢ @Q un exercice dans la partie d'arithmétique). Alors b=0 et donc a =0.

Exercice. (TD6, Ex1) Montrer que si f: A— B est un morphisme d'anneaux, alorson a f(A*) C B*et f(a™')= f(a)™*
pour tout a € A*.

Solution. Il faut montrer que, pour tout a € A*, alorson a f(a)'= f(a™!), et par conséquent, f(a)€ B*. Il faut vérifier
que f(a) f(a™")= f(a™") f(a)=15. Comme [ est un morphisme d'anneaux, on a f(a) f(a™')= flaa™")= f(14) =15,
fla™) fla)= f(a " a)= f(1a) =1p. Donc f(a~') est I'inverse de f(a) dans B.

Exercice. (TD6, Ex7) Soit A un anneau. Décrire tous les morphismes d'anneaux Z[X| — A.

Solution. Pour tout morphisme f:7Z[X]|— A, on remarque que X € Z[X], alors f(X )€ A. On prend y:= f(X). Alors
pour tout ' ay XFeZ[X], ona [0, an X*) =30 jan f(X)F =307 any”.

Ensuite, pour tout y € A, il existe un morphisme d'anneaux f:7Z[X|— A t.q. f(X)=y. En effet, on peut prendre
O gar XF) =371 ary”. On peut vérifier que c'est bien définie, et que c’est un morphisme d'anneaux, c'est-a-dire,
pour tout P, Q € Z[X], ona f(P+ Q)= f(P)+ f(Q), [(PQ)= [(P) [(Q), [(1)=1a.

En résumé, il y a deux applications ¢ : Hompnean(Z[X], A) := {morphismes f:7Z[X|— A} = A, f— f(X)et: A—
Homannean(Z[X], A), y— (3, e XF =37, apy¥), et 9o =ida, ¥ 0 ¢ =idHomy mew(z(x],4) dONC @ est une bijection.

Remarque. Un morphisme de groupes [ : G — H est une application f t.q. f(ab)= f(a) f(b). Alors prenons a =b=1g,

ona f(lg)= f(lg) f(1g), donc 1y = f(1g) ' f(le)= f(1c) "' f(1g) f(1g) = f(1g). C'est-a-dire, pour tout morphisme
de groupe f:G— H,ona f(lg)=1g.

Alors pour tout morphisme d'anneaux f: A— B, f est un morphisme de groupes (A, +)— (B, +), donc a fortiori f(0)=0.

Remarque. Sion remplace Z[ X | par Q[X], s'il existe un entier n € N- t.q. n 14 n'est pas inversible, alors Homa ,pean( Q[ X],
A) =, c'est-a-dire, il n'y aucun morphisme (Q[X| — A d'anneaux. En revanche, si pour tout n € N.(, on a n 14 est inver-
sible, alors il existe une bijection Homappean(Q[X], A) — A, f+— f(X) dont l'inverse et donné par A — Homaean( Q[ X],

A),y— (ZZZO%XkH (bp1a) 7t aky’f)-
Exercice. (TD6, Ex6) Homaean(R, R) = {idRr}.

Solution. Tout d'abord, idr : IR — IR est un morphisme d'anneaux. Pour tout morphisme d'anneaux f:IR — R, on note
E:={zeR| f(z)=1}.

1.0,1€E.

2.Sixz,ye F, alors x +y € F et —x € E, c'est-a-dire, £ C R est un sous-groupe. En effet, £ = Ker(f — idr) ou
f—idr:R— R,z f(z)— x est un morphisme de groupes.

3. Pour tout n € Nog, ona f(1/n)=1/f(n)=1/n,donc 1/nekE.
4. QCE.

5. Pour tout x € R>g, on a f(z)= f(/z /2)= f(\/7) f(/2)= f(\/2)*>0 (ici, c'est une propriété pariculiére de RR).
Alors pour tout =,y € R, si @ <y, alors f(y)= f(x)+ f(y—x)> f(z)+0= f(z).

6. Pour tout 2 € R, on a z € E: pour tout (r,s) cQx Qt.qg. r<x<s,onar=f(r)< f(x)< f(s)=s. Donc f(z)=z
(Q C R est dense).



Corollaire. Il y a une bijection Hompppean(R[X],R) — R, f+— f(X) (parce que pour tout morphisme f:R[X]|— R
d'anneaux, on a R — R[X| R est un morphisme d'anneaux, alors c'est idg, alors f(>", ar X*)=>"a; f(X)F).

Définition. (ldéaux) A: anneau. I C A sous-groupe t.q. pour tout ac A,x €l onaaxecletxacl.

Exemple. |déaux de Z. De la forme (n): Tout idéal de 7Z est engendré par un élément

Exercice. (TD6, Ex9) Ecrire les idéaux suivants de Z sous la forme (m)=m Z: (10,12) = (10) + (12), (10) N (12),
(10) - (12).

Solution. En générale, pour tout m,n €%, on a (m,n)=(m)+ (n) = (pged(m,n)): vous avez une rélation de Bézout
pged(m, n) € (m,n)=m7Z-+nZ. En revanche, d'autant que pged(m,n)|m, alors m € (pged(m,n)). Parallelement
n € (pged(m,n)), alors (m,n) C (pged(m,n)).

En particulier, (10,12) = (pged(10,12)) = (2).

Pour tout m,n €%, on a (m)N(n)=(ppcm(m,n)): Quand m =0 ou n=0, c'est trivial. On suppose que m #+0 et n+ 0.
Tout d'abord, ppcm(m,n) € (m) et ppcm(m,n) € (n). Ensuite, si x € (m) N (n), alors il existe y,z € Z t.q. my=nz=uzx.
On prend m; =m /pged(m,n) et ny=n/pged(m,n). Alors my y=n, z. Par le lemme d'Euclide, n, | y. Donc on peut
écrire y =mn1 y; ol y; €%, alors t =my=mmny y; =ppcm(m,n) y; € (ppcm(m,n)).

En particulier, (10) N (12) = (ppem(10,12)) = (60).
Exercice. (TD6, Ex10) Décrire tous les idéaux d'un corps /.

Solution. Tout d'abord, (0) et K sont deux idéaux de /K. Ensuite, si I C K est un idéale qui contient un élément = € [
t.q. #0, alors '€ K, donc 1x=2"'2€ K donc [ D (1x)=K = 1= K. En résumé, il n'y a que deux idéaux.

Exercice. (TD6, Ex8) Montrer que si f: A— B est un morphisme d'anneaux, od A est un corps et B+ {0}, alors f est
injectif.

Solution. Ker(f)C A est un idéale, A est un corps, alors Ker(f)=(0) ou A. Comme B # {0}, f(14) =150, alors
Ker(f)# A. Donc Ker(f)=(0), c'est-a-dire, [ est injectif.
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Proposition. (Important a mémoriser) Soit n € N.o. Z/nZ corps < 7./ nZ intégre < n = p premier

Définition. (Caractéristiques) Soit A un anneau. Il existe un morphisme unique f:7 — A. Ker(f)=(n) ou n € N.
Alors car(A):=mn est le caractéristique de A.

En particulier, si A est un corps, alors Z /Ker(f) < A, donc 7Z/Ker(f) est intégre, donc le caractéristique car(A) est
premier.

Proposition. Soient k un corps et [ € k[T|\ {0} un polynéme. k[T /(f) corps < k[T|/(f) intégre < [ non-constant,
irréductible.

Théoréme. (th des restes chinois) Soient k un corps et f, g € k[T| deux polynémes. Alors on a un morphisme
KT/ (fg)—k[T]/(f)xk[T]/(g). Sipged(f,g)=1, alors c’est un isomorphisme.

Probléme. (Important!) Soient & un corps et f € k[T \ {0} un polynéme.
1. En utilisant le théoréeme des restes chionois, analyser I'anneau k[T /( f).

2. En particulier, quand deg f <3, factoriser f.

3. Déterminer dimy(k[T]/(f)) = deg f. Quand le cardinal #k < oo, déterminer #(k[T]/(f)) = (#k)Hm*ITI/ (1) =
(k)T

4. Evaluer T (mod f) dans k[T]/(f).
5. (Facultatif) Déterminer les ordres des élementas de k[T]/( f).
Solution.

1. Tout d'abord, on factorise f= f{*--- fi* ou f1,..., fs sont des polyndmes non-constants irréductibles. Alors par le th
des restes chinois, I'anneau k[T /(f) = k[T]/(f") x -+ x k[T]/(f*). On remarque que si r; =1, alors k[T] /(")
est un corps (< un anneau intégre).

En particulier, quand 71 =7r9y=--- =1r,=1, si k est un sous-corps de C, alors il existe un sous-corps K; C C t.q.
E[T|/(fi;) = K;. En effet, il existe une racine &; € C t.q. fi(&) =0, alors on prend K; = k[], et I'isomorphisme
E[T]/(f;) = K; (Voir la preuve de TD7, Ex8. Il faut reproduire la preuve dans I'examen) est donné par T'(mod f;) — &,
i.e., g(mod f;) — g(&) ou g € k[T].

Les cas particuliers:
a. Quand deg f;=1, alors &; € k (en effet, f;(T)=a; T+ ;00 cv;, ;€ k et a; #0, alors £=—3; /a; € k). Donc K;=k.
b. Quand deg f; =2, alors K;=Fk[&] =k + k&,
En résumé, k[T]/(f) = Ky x -+ x Ky (quand 71 = --- =7, =1) et un isomorphisme explicite est donné par
g (mod f) = (9(&), 9(&2), -, 9(&)).

2. On remarque que pour tout non-constant f € k[T],deg f <3. Si f n"admet aucune racine dans k, alors [ est irréductible.
En effet, si f= fi f> ou deg f1,deg fo > 1, alors deg f =deg fi+deg f5, alors min {deg f1,deg fo} <1, alors f admet
une racine dans k.

Remarque. Sil'on a trouvé une racine o de f € k[T, alors f se factorise comme f= (T —«) g ou g€ k[T]. Il faut
alors trouver g € k[T par la division euclidienne. Dans ce cas, il s'agit de la division de f par T"— «. On peut former le
tableau au-dessous. f(x)=>",_ a,T"

| Qnp Ap—1 Ap—2 T X a; RG] Qo
adp, Oéanfl—i_OZ2 Qp, sk O‘ﬁz’
2 2
p Qp—1+ A0y A2+ QA1+ +ay - ﬁi ai+(1ﬁi 60|a0+05a1+a a2+"'+anan:f(a)

f(T)=(T—-a)(a, T" '+ (a1 +aa,) T" 2+ -+ Bo) +ag+aay+a?as+ - +a"a,



Exercice. (TD7 Ex12) Définir un isomorphisme d’anneaux R[X]/(X*—1)— R x R x C.

Solution. Tout d'abord, on factorise X% —1=(X —1)(X +1)(X2+1). Alors R[X]/(X*—1)=R[X]/(X —1) x R[X]/
(X +1) xR[X]/(X2+1). RIX]/(X —1) — R, X(mod (X —1))—1 et R[X]/(X +1) — R, X(mod (X +1))
—1, R[X]/(X?24+1) — R[i]=R+iR=C. Donc R[X]/(X*—1)~R xR x C, et I'isomorphisme est donné par
R[X]/(X*=1) > RxRx C, g (mod (X*—1)) = (g(1), g(—1), g(1)).

Exercice. (TD7 Ex14.1) Montrer que IF5[X]/(X®— X + 1) est un corps.

Solution. C'est un corps ssi X® — X + 1 est irréductible dans IF3[X], ss'il n'y aucune racine de X? — X + 1 dans [y
(deg( X3 — X +1)<3). Clest vrai: soit on essaie X =0,1,2, ou bien, a? —a=0(mod p) (quand pta, par le th de Fermat.
quand p|a, c'est direct).

Exercice. (TD7 Ex14.2) Soit [ = X3 — X + 1 € F;[X]. On note K =T3[X]/(f). Quels sont les ordres possibles des
éléments de /{7

Solution. On a vu que K est un corps, et K* est fini, donc K™ est cyclique. On détermine 'ordre de K*. En effet,
HIK = (#IF3)48/ =33 =27, donc #K*=#I — 1 =26. Alors K* est isomorphe au groupe cyclique 7 /26 7, donc tous les
ordres possibles des éléments de K" sont tous les diviseurs positifs de 26, c'est-a-dire, 1,2, 13, 26.

Exercice. (TD7 Ex16) Analyser ;[ X]/(X?— X +1).

Solution. X? — X + 1 admet une racine 3 dans I, alors X? — X + 1= (X —3) (X +2), donc F7[X]/(X?— X +
1) — TF; x TF; et I'isomorphisme est donné par f(mod (X?— X + 1)) (f(3), f(—2)).

Remarque. Pour faire la division euclidienne X? — X +1 par X — 3, le résultat est X + 2
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Probléme. (Important!) Soient & un corps et f € k[T \ {0} un polynéme.

1. Evaluer 7™ (mod f) (ou plus généralement, g(7") (mod f) ot g € k[T]) dans k[T'] /( f) (On peut le simplifier seulement
quand m < deg f (ou respectivement deg g < deg f))

2. (Facultatif) Déterminer les ordres des élements de k[T /( f).
Solution. Pour évaluer 7", il y a quelques trucs:

a) Quand Fk est fini et f est irréductible (non-constant), K = k[T]/(f) est un corps et T'(mod f) #0, alors T#5" =1 o
#K* = (#k)%e/ — 1. Donc on peut tout d'abord remplacer 1 par m mod (#K*).

b) En général, on suppose que f est unitaire, f=T"+ ZZ;S a, T*. Pour évaluer 7™ (mod f), il suffit de faire la division
euclidienne 7" par [ (vous avez le reste) dans I'anneau k[T'| de polynémes.

Alternativement, dans k[77/(f), on a "=~ a; T* (mod f) (a gauche, 7", a droite, 7<"~'). Donc 7" =
T m= (—22;3 ap, TF) T™=™ dans k[T /(f). On continue. En général, cela va étre compliqué.

Quand f=T"+ ag, alors cela va étre beaucoup simplifié: on écrit m=ngqg-+r ot g, 7 € 7Z,0<r <n, alors T" =
(T™)IT"=(—ap)?T" (mod f).

Exercice. (TD7 Ex8) Montrer que I'anneau A =0+ @) /6 est isomorphe a Q[ X|/(X?—6).

Solution. Tout d'abord, il existe un morphisme d'anneau f: Q[X]|— A, X — /6 (morphisme d'évaluation). Par définition,
[ est surjectif, X?— 6 Ker(f), donc on a un morphisme (composé) d'anneau g: Q[X]/(X?—6) — Q[X]/Ker(f)— A.
Il suffit de montrer que ¢ est un isomorphisme.

Comme X2 — 6 est irréductible dans Q[ X] (parce que X2 — 6 n'admet aucune racine dans QQ), Q[X]/(X?—6) est un corps.

Par TD6, Ex8, ¢ est injectif. De I'autre cté, ¢ est le morphisme composé Q[X]/ (X% —6) — Q[X]/Ker(f) — A, g est
surjectif. En résumé, ¢ est un isomorphisme.

Exercice. (TD7 Ex18.2) Montrer que K =IF;[X]/(X?—2) est un corps. Quels sont les ordres possibles des éléments de
K*? Quel est I'ordre de la classe o= X (mod X? —2) € K* (c'est-a-dire, I'image de X par I'appli ;[ X ] — [F;[ X/ (X3 —2)).

Solution. Pour montrer que K est un corps, il suffit de montrer que X® — 2 est irréductible dans TF;[X]. Comme deg(X? —
2) =3 <3, il suffit de vérifier que X* —2 n'admet aucune racine dans [F;, ce qui peut étre vérifié par évaluant (3° — 2
pour 3=0,+1,+2, +3 (alternativement, s'il existe 3 € IF; t.q. (3°=2, alors 50 et donc par le th d'Euler, 3°=1 mais
B0=(33)2=4+#1dans ;). dimp (K)=deg(X3—2)=3, alors #K =T} et # K*=#K —1=7—1=6(T*+T7+1)=
6 x 57=2x 3>x19. Comme K* est un groupe cyclique (fini), tous les ordres possibles sont les diviseurs de #/*: 23" 19%
ouu=0,1;v=0,1,2;w=0,1.

Pour déterminer ordy-(a), tout d'abord, ordg-(a) | ord(K*) =2 x 3% x 19. En suite, par définition, a® — 2 = X? —
2 (mod X? —2) =0 dans K, donc a®=2. On écrit ordg-(a) =3 ¢+ 7 ot ¢, 7 € 7Z,0<r <3, alors 1 = (@) =
a9t = (a3)9a" = 29", Comme r <3, on a r=0 (vous avez vu que dimp,(K)=3 et 1, a, a’ constitue une base)
et 1 =29 dans IF7, donc ordp,(2) | ¢. On peut voir que ordg.(2) =3, donc 3| ¢=9 | ordg+(«).

En revanche, o’ = (a®)® =2%=1 dans K, donc ordg-(c) |9. En résumé, ordg(a)=9.

Exercice. (TD7 Ex14.3) Soit f=X3— X +1€3[X]. On note K =T3[X]/(f) et =X (mod f) € K. Montrer que
a'?=—1. En déduire que o est un générateur de K*. (On a déja vu que K est un corps, donc o € K*)

Solution. Par définition, a®*=a — 1 dans K. a®=(®)'a=(a—1)ta=(a'—4a*+6a’—4a+1)a=(a’'—a®—
at+l)a=((a-1)—(a—1)a=(a=1)(a=1)—(a—1)a=a(a—1)(a—=2)=a(a—1)(a+1)=a(a?—-1)=
ad—a=a—-1—a=-1.
On note que #K*=26. Pour montrer que « est un générateur, il suffit de montrer que pour tout premier p |26, on a
/P L1 0?2 =01 =1 et 0?13 =02 Comme 1,a,a” constitue une base de /' comme un IFs-espace vectoriel, o® = 1.
Donc «v est un générateur.



Remarque. En général, c'est difficile pour trouver un générateur (on a déja vu qu'il va étre difficile en général méme pour
IF,, quand p est grand).

Exercice. (TD7 Ex15) Montrer que le polynéme X? — X — 1 € IF;[X] est irréducible dans IF;[X]. En déduire que I'anneau
K=T%[X]/(X?— X —1) est un corps. On note a € K la classe de X. Montrer que a*®*=2a + 1.

Solution. On vérifie que o> —a —1=a(a—1)—1+#0 quand «=0,1,2,3,4,5,6 € ;. Donc il n'y aucune racine de
X?— X — 1 dans IF;, donc K est un corps. En particulier, w0 alors o € K*, donc o =1 ot #K*=#K —1=7*—1=
6 x 8=48. Alors 483=48 x 10+ 3 et o= (a®)a’=a’=a(a+1)=a’+a=a+1+a=2a+1.

Exercice. (TD7 Ex18.1) Pour quelles valeurs de a € IF;, le polynéme X — a est-il irréductible dans ;[ X|?

Solution. X — a est irréductible dans TF;[X| ssi X® — a n'admet aucune racine dans TF; ssi a® —a #+ 0 pour a =0, +1,
+2, +3.

a= 0 £1 £2 £3
ad= 0 +1 +1 +1

Donc X® — a admet une racine ssi a =0, £1, c’est-a-dire, X* — a n'admet aucune racine ssi a = £2, +3.
Exercice. (TD7 Ex2) Factoriser le polynome X+ 1 dans R[X].

Solution. Il s'agit de la factorisation d'un polyndme de type X*+a X?+ 1. Ona X'+ 1=(X2+1)?— (V2 X)*=
(X2—V2X +1)(X?+/2X +1) dans R[X].

Exercice. (TD7 Ex6.1) Déterminer le nombre de polyndémes unitaires de degré 2 dans IF,[ X].
Exercice. (TD7 Ex17) Montrer que le polynome X? — X — 2 € TF5[X] est irréductible.

Exercice. (TD7 Ex13) Trouver tous les polyndmes unitaires irréductibles f; € IF,[X| de degré deg( f;) = 3. Déterminer
le cardinal de 5[ X/ (f;).
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