Remarques sur TD2

Fixons un corps k.

1 Déterminer une base de Ker(T') et celle de Im(T')

Probléme 1. Soient m,n € N deux entiers naturels. Etant donné une application linéaire
T:k™— k™ et sa matrice A € My, x,(k), déterminer une base du sous-espace Ker(7T') C k™ et
une base du sous-espace Im(7") C k™.

Solution 1. Voir §1.2.1 de polycopié sur les réductions des colonnes.

2 Les corollaires

Probléme 2. Soit n € N un entier naturel. Etant donné une famille finie de vecteurs vy, ...,
Um € k™, déterminer une base du sous-espace vectoriel Vect(vy, ..., v,,) engendré par vy, ..., Up,.

Solution 2. Considérons lapplication linéaire T : k™ — k™, *(aq, ..., ay) — Z;nzl ajvj. Alors
Vect(vy, ..., vy) =Im(T).

3 L’intersection et la somme

Probléme 3. Soit n € N un entier naturel. Etant donné deux familles libres By = (e1,...,e,)
et Be=(f1,..., [s) de k™. Posons E = Vect(Bg) et F'= Vect(Br) les sous-espaces vectoriels
respectivement engendré par Bg et Bp. Déterminer une base du sous-espace F + F C k" et
une base du sous-espace ENF C k™.

Solution 3. Nous profitons de les applications ¢ : ENF — E x F,x+— (x, —x) et 9 :
Ex F—k" (e, f)— e+ f. Remarquons que 'application ¢ est injective, Im(¢)) = E + F
et que Im(yp) =Ker(1)), donc I'application ¢ envoie bijectivement E N F' sur le sous-espace
Ker(1) C E x F. On note A la matrice de I'application v et regardons le diagramme suivant:

Ker(A) — k" x k*
| | \/‘*\

ENF % EXF —> k™
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ou l'application mg: F X F'— k™ est définie par (e, f)—e€ E Ck™ Dapplication j: ENF — k"
est I'inclusion canonique et l'isomorphisme k" X k* — E X F', noté Br X Br, est donné par

(t(al, . ,(l7«>, t(bl, cee, bs)) — (Z;Zl a;e;, lezl b fl)

A T'aide de ce diagramme, on peut montrer que
o Im(A)=E+F

BexB Iy
e L’application composée ® : k" x k* 2PN Ex F 2 kD envoie Ker(A) Ck™ x k*

injectivement sur le sous-espace N F C k™. En particulier, 'application & envoie
une base de Ker(A) sur une base de ENF.
En résumé, la procédure pour déterminer une base de £+ F et ENF:

1. Ecrire la matrice A= (e,...,e., f1,..., fs) € My (r45) ().

2. Ecrire en-dessous de A la matrice I, , comme

(i)

3. Faire les réductions des colonne comme en Probléme 1, déterminer une base By de
Ker(A) et une base Im(A)=FE+ F.

4. L’image de la base By sous lapplication @ : k" x k* — k", (Y(ay,...,a.), (b1,..., b)) —
> ;_yaje; est une base de ENF.
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