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Exercice 1. (TD3, Exo 4)
1. Montrer que l'application dét: My, x n(k) — k est continue ou k=R ou C.
2. Soit A € My, xn(Z). Montrer qu’il existe une matrice B € My, x n(Z) t.q. AB=BA=1, ssi dét(A)==1.
3. Soient k un corps, A € My, x n(k[X]). Montrer qu’il existe une matrice B € My, x n(k[X]) t.q. AB=BA=1I, ssi dét(A) est un polynéme constant non-nul.
Solution 1.
L dét(A) =3, cg €(0) a1,0(1)a2,0(2) ** * On,o(n) OU A= (ai,5)1<i,j<n-
2. Si AB=1,, alors dét(A) dét(B) =dét(A B) = dét(I,) = 1. Remarquons que dét(A) € Z = dét(A) = £1. En revanche, si dét(A) = =1, alors A tcof(A) = tcof(A) A=
(dét(A)) I,, donc nous posons B = dét(A) ! tcof(A).
3. «=dét(A)|1
Exercice 2. (TD4, Exo 1.a,1.b) On considére la matrice
3 2 =2
A=| 01 -2
2 2 =3
1. Calculer le polynéme caractéristique et les valeurs propres de A.
2. Posons A = 1. Déterminer une suite croissante (c’est-a-dire, Bo C B; C B2 C ---) de familles (By)ren telle que By forme une base de Ker(A — X I3)* pour tout k € N.
Solution 2.
1. Par définition,
3—t 2 -2
Pa(t) = 0 1—-t =2 = (3—%)
2 2 —-3-t

B (1=) (=3 =) +4B—t)—844(1—t) = B—t)(1—t)(—3—t)+4(1—t)+4(1—t)
- (1—-1t)(2-1) = —(1=t)*(1+1)

= B=t)(1—t)(=3—t)+4)+2(-4+2(1—1)

1—t =2

1—-t =2
2 —-3-t

]2

1-t)(B=t)(-3—t)+38)

Donc les valeur propres sont 1, —1.

2. Posons B= A — I3. Tout d’abord, nous déterminons une base de Ker(B).

22 —2 2 0 0
00 —2 CacCa 00 -2
B |22 -4 CyCy+Ch 2 0 2| (BP
<I_3> I 1 1 -1 1 - <T>
1 1
1 1

dont les colonnes sont échelonnées 4 permutation prés. Donc (—ej + e2) forme une base de Ker(B). Maintenant nous déterminons une base de Ker(B2). En effet,

B2P=B(BP).
22 -2 20 0 0 00
BBP) =00 -2 00 -2 |=[-404
22 —4 20 -2 -4 0 4
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Ensuite, nous déterminons une base de Ker(B?):

0 0 0 0 0 0 0 0 0

-4 0 4 -4 0 0 -4 0 0

B2 B2P\ | -4 0 4 CyC3+Cy -4 0 0 C34C542C, -4 0 0
) P - 1 —11 1 —1 2 1 —-10
1 1 1 2

1 1 1

dont les colonnes sont échelonnées, nous obtenons une base de Ker(B2): (—ej + €2, 22 + e3). En effet, si nous ne touchons pas les colonnes de Ker(B) (ici, c’est la
deuxiéme colonne), I’algorithme nous fournissons un sous-espace supplémentaire de Ker(B) C Ker(B?) (ici, ce sous-espace supplémentaire est engendré par (2 ez + e3).

Remarque 1. L’algorithme nous fournit des bases de Ker(B) C Ker(B?) C Ker(B?) C---. A priori, nous devons calculer des sous-espaces supplémentaires. Cependant,
cet algorithme nous en fournit « automatiquement» si nous ne touchons pas des colonnes de Ker(B*~1) quand nous calculons Ker(B¥) pour k € Nx.
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Exercice 3. (Hors programme)
1. Soient E =k™ un k-espace vectoriel et U = (u, ..., Um) € E™ une famille de vecteurs indépendants. L’algorithme pour compléter la famille U en une base B de E.

2. En général, soient £ =k™ un k-espace vectoriel, Y CV C E deux familles de vecteurs. L’algorithme pour déterminer un sous-espace supplémentaire de Vect(U/) dans

Vect(V).
Solution 3.
1. Echelonner (u1,...,um), on arrive 4 une matrice
000
000
(ai)=A=| 100
* 1
* 1 0
N .

ot afl) <a(2) < <a(m) et a; ;=0 pour j < a(i), et aq(;),;=1. Nous complétons U par (€;)jc(1,...,n}\{a(l),...,a(m)} (il s’agit des lignes sans pivot).
2. D’abord, échelonner U{. Ensuite, échelonner V & permutation prés en conservant les colonnes de U.

Exercice 4. (TD4, Exo 1.c) On considére la matrice

3 2 =2
A=| 01 -2
2 2 =3

On est arrivé a
1. Le polynéme caractéristique Pa(t) = —(1 —t)2 (14 t), donc les valeurs propres sont +1.
2. Ker(A — I3) = Vect(—e1 + e2), Ker((A — I3)?) = Vect(—e1 + e2,2 e2 + e3).
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Admettons que ez + e3 est un vecteur propre dont la valeur propre est —1 (C’est juste de déterminer Ker(A + I3)). Déterminer des bases des sous-espace caractéristiques
de A et en déduire une matrice de passage P et une matrice de Dunford T telles que P~1 AP =T.

Solution 4.
o —l:fir=extes
o 1: for=—e1+eg f3:=2ex+te3

)

i. On peut calculer T=P~! AT directement.

1
e P=(fi f fs)—(

- =0
= o

1
0

ii. Ou nous pouvons calculer A f1, A fa, A f3 par rapport a la base (f1, f2, f3) (Parce que T est la matrice de I’application linéaire A par rapport a la base
(f1, f2, f3)). En effet, A f1 =— f1 (parce que f1 est un vecteur propre dont la valeur propre est —1). A fo= fa, il suffit de déterminer A f3. Remarquons que
(A—1I3)? f3=0= (A—1I3) (A f3— f3) =0= A f3— f3 € Ker(A — I3), donc il existe c€E R, t.q. A f3— f3=c f2 (en effet, c=—2). Donc

-1
T=P7'AP=| 0
0

(= )
= 0o O

Remarque 2. (Déterminer la décomposition de Dunford) Etant donné une matrice A € Mat,, x,(C), déterminer une matrice P € GL,(C) t.q.
P~ A P est une matrice de Dunford:

1. Déterminer le polynéme caractéristique P4(t) et les valeurs propres. Soit A I'ensemble des valeurs propres et Pa(t) =[], (A — )™M ou m(\)
est la multiplicité (algébrique) de la valeur propre A.

2. Pour toute valeur propre A € C, déterminer successivement des bases By(A) pour (Ker (A4 — )\In)k);::()l‘) t.q. Bi(A) € Ba(A) C--- C By (A) (que
I’on a déja discuté la derniére séance).

3. Remarquons que C"= @, ., Ker((A - AL,)™N) on écrit A={\,..., \s}, alors P= (Bm(x)(A1), -y By (Aa))-

4. Pour déterminer P~ A P, soit on le calcule directement, soit déterminer les images de Bm(,\k)(/\k) pour k=1,...,d. Le truc est que pour tout
vEBj(Ap), ona (A— M 1,,) (v) =0= (A= M\ I,,)? " (Av—A\v) =0= Av — \yv € Ker(A — A\ I,,)7 ~' = Vect(B;_1(A\x)) donc Av — A\, v est
une combinaison linéaire des vecteurs dans B;_1(\x) dont les coefficients il suffit de déterminer.
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Remarque 3. Calculer 'exponentielle exp(A) d’une matrice carrée A:

1. Déterminer la décomposition de Dunford A: une matrice P € GL,,(k) t.q. P~ AP=D’+ N’ est une matrice de Dunford ot D’=diag(dy,...,dy)
est diagonale et (N')™=0.

2. Alors calculer exp(A) = Pexp(D’+ N') P~'=Pexp(D’) exp(N') P~'= Pexp(D') (Y1, N'" k) P=1 ou exp(D’) = diag(exp(dy), ..., exp(dy)).
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Exercice 5. (TD5, Exo 2) Calculer les exponentielles des matrices

-3 4 0
A=| -2 3 0
4 -8 -1
et
4 1 -1
B=| -3 0 1
6 2 —1
[Indication: Pa(t) = (1 —t) (14+t)2, Pg(t)=(1—1)%]
Solution 5.
1. Pour la matrice A:
a. Le polynéme caractéristique
-3—-t 4 0 3.t 4
Pa(t) = dét| -2 3-t 0 = (—l—t)dét( T 3_t) = (—1-)((-3-t)B-t)+8) = (-1—-t)(t2=1) = Q1—t)(1+1)?

4 -8 —1-t

Les valeurs propres sont +1.

b. Pour la valeur propre 1, il suffit de déterminer le sous-espace propre Ker(A — I3):
°

—4 4 0
-2 2 0
A—1I3 - 4 -8 -2
1—3 = S —
1
1
4 0 0 -4 0 O
2 0 0 -2 0 0
Cy+—C1+Cy 4 —4 =2 Co>C3 4 -2 —4
1 1 1 1
1 1
1 1
-4 0 O
-2 0 0
C3+—2C2+C3 4 =2 0
1 1
1
1 -2

Donc Ker(A — I3) = Vect(e1 + e2 — 2e3).
c. Pour la valeur propre —1, le sous-espace propre Ker(A + I3) = Vect(2 e1 + e2, e3) donc dim(Ker(A + I3)) =2. Par conséquent, le sous-espace caractéristique de

la valeur propre —1 est aussi Ker(A + I3).

Remarque 4. Soit A une valeur propre de A dont la multiplicité algébrique est m, alors Ker(A — A I,,) C Ker(A — A I,,)2C --- CKer(A — A 1,)™ ott Ker(A — X I,,)
est le sous-espace propre et Ker(A — A\ T,)™ est le sous-espace caractéristique dont la dimension est m. Si dim(Ker(A — A 1,,)7) =m, alors Ker(A — X I,,)7 est
le sous-espace caractéristique. En particulier, si la multiplicité géométrique dim(Ker(A — A I,,)) =m, alors Ker(A — A I,,) est le sous-espace caractéristique.
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d. On prend la base « adaptée» B= (e1+ea2 —2e3,2e1 + €2, e3), est la matrice de A dans B est

1
—1
—1
Donc la matrice de exp(A) dans B est
e
e—1
e—1
Par conséquent,
e
exp(A)=P e ! p-1
e—1
2. Pour la matrice B, 1 est la seule valeur propre.
a. Le sous-espace propre Ker(B — I3):
3 1 -1 1 3 -1
-3 -1 1 -1 -3 1
B-—1I3 o 6 2 =2 Cy++Ch 2 6 -2
I N 1 1
1 1
1 1
1 0 0
Cy+—Cy—3C, -1.0 0
C34+C3+C4 2 0 0 i (B—1I3) P
- 1 - <T>
1 =31
1

(B —I5)? (B—13)(B—1I3) P
() (g

Alors Ker(B — I3) = Vect(e; — 3 e2, e2 +e3). On remarque que dim(B — I3) = 2, cela implique que dim Ker(B — I3)?2=3. On peut compléter (e; — 3 e, e2 + e3)
en une base de k3, B:= (e1 —3ez,e2+ e3,e3). La matrice de B dans la base B est
1 -1
1 -2
1

(ici on a utilisé le fait que (B — I3)?e3=0=> (B — I3) e3 € Ker(B — I3) = Vect(e1 — 3 e2, e2 + e3)
b. La matrice de exp(B) dans la base B est exp(D’+ N’) ou
1 0 -1

D= 1 =1I3,N':= 0 -2 |,P"'BP=D'+N'=B—-I3=PN'P~!
1 0

Alors exp(D’+ N’)=exp(D’) (Is+ N’) =e (I3 + N'), cela implique que exp(B)=Pexp(D’'+ N’ )P~ 1=Pe(I3+ N')P~'=e(I3+PN'P 1) =e(I34+B—1I3) =
eB.
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Exercice 6. (TD5, Exo 1.c) Soit § € R un réel. Calculer I’exponentielle de la matrice Ag= ( g Bg ) et Bg= ( g g )
Solution 6.

1. Pour la matrice Ay, les valeurs propres sont +i0, et Ay est diagonalisable. Pour la valeur propre i, le sous-espace propre est Vect((i6,1)). Pour la valeur propre

—i0, le sous-espace propre est Vect(!(—if,1)). Notons que P = ( i19 71“9 ), on a Ag= Pdiag(if,—i0) P~ et exp(Ag) = P diag(exp(i @), exp(—if)) P~!. Un calcul
cos @ —sin@ )

direct nous dirige au résultat exp(Ag) = ( e

2. exp(Be) — ( cosh  sinh 6 )

sinh @ cosh 0
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Exercice 7. (TD5, Exo 3) Calculer ’exponentielle de A o
2 -2 2 -1
1 -1 3 -1

A=l 0 21 2 4
-1 3 -3 3
[Indication: Pa(t) = (1—1)?(2—1t)?]
Solution 7. Il faut déterminer les sous-espaces caractéristiques.
1. Pour la valeur propre 1:
e Déterminer Ker(A — Iy):
1 -2 2 -1 1 0 0 O
1 -2 3 -1 1 0 1 0
0 -1 1 -1 0 -1 1 0
A—1Iy - -1 3 -3 2 N -1 1 -1 0 . (A-—1y) P
Iy B 1 1 2 -2 -1 | P
1 1 0 -1
1 1 0
1 1
e Déterminer Ker(A — I)?:
0-3 1 0 00 1 0
0 -4 2 0 02 2 0
0-2 1 0 01 1 0
(A—I4)2 N (A—I4) (A—I4)P o 0 5 -2 0 C2+C2+3C3 0 -1 -2 0
I, P 11 2 -2 -1 1 —4 -2 —1
1 0 -1 1 0 -1
1 0 3 1 0
1 1

Remarque 5. Attention: les colonnes ne sont pas vraiment échelonnées & permutation prés. Il faut faire une opération C1 < C1 + Cy de plus. Néanmoins, cela
n’affecte pas le résultat parce que C; et C4 sont indépendantes.
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Donc Ker(A — I4) = Vect(—e1 — ea+ e4) et Ker(A — I)%2 = Vect(e1, —e1 — e2 + e4)

2. Pour la valeur propre 2:
e Déterminer Ker(A — 2 1y):

0 -2 2 -1 0 0 0 -1
1 -3 3 -1 0 0 1 -1
0 -1 0 -1 0 -1 —2 -1
A-2L ) _ | =138 -3 1 | f o0 0o -1 1 | _ ((A-20)P
Iy N 1 1 -
1 2 1
1 11 1
-2 0 1
e Déterminer Ker(A —214)%
0 -2 =5 —1 0 0 0 -1 0 0 0 -1
0 —3 —8 —2 0 1 2 -2 0 1 0 -2
0 0 0 CaiCa2C,s 0 0 0 O 0 0 0 0
<(A—2I4)2> N <(A—214)(A—2I4)P> |l o 3 2 CieCo=5Ci | 0 -1 —2 2 CyC—2C, 0 -1 0 2
Iy P 1 1 1
2 1 2 1 2 1 -2
11 111 1 1 -1
—2 0 1 -2 -2 -3 1 -2 -2 1 1

Donc Ker(A —2 1) = Vect(e1 +2e2+e3—2ey) et Ker(A —214)%2 = Vect(e1 +2e2+e3—2eq,—2e3—e3+eq).
3. Onprend P=...,et P"' AP=... est une matrice de Dunford.
4. Alors exp(A)=...

Remarque 6. Les colonnes rouges sont gardée pendant les calculs de Ker (A — I41)? et Ker(A —2 I4)2.

Probléme 1. Calculer ’exponentielle exp(A) ou

Exercice 8. (TD4, Exo 3.a, 3.b.i, 3.b.ii) Etant donné des réels A, y1, a,b, c € R, on considére la matrice
Al
A= A

T O 9
T R0 o

. Montrer que A n’est pas diagonalisable.
. Quand la matrice A est-elle une matrice de Dunford?

. Déterminer des bases des sous-espace caractéristiques de A.

O

. (supplémentaire) Déterminer ’exponentielle exp(A).
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