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Définition 1. Une relation d'équivalence ~ sur un ensemble E: ~ C E X E

1. reflexivitée: Ve E:x~x

2. symétrie: V(x,y) € E% (z~y)= (y~x)

3. transitivité: V(z,y,2) € E3: (z~y) A (y~2) = (x ~ 2)
Exercice. (Chl Ex0.1) Relation d'équivalence? Si oui, déterminer les cl d'éq & quotient
1. (R, ).

2. (Zy~) ot x~ys|e—y| <1

3. (Z,~)oux~y<2|z—1y (pour a,b€Z, a|b si'il existe c€Z t.q. b=ac)

2. ({0,1}, ).

5. (R%,~) ot (z,y) ~(z/,y) & x=0
Solution.

1. 0<1 mais 1 £0, donc < n'est pas une rel d'éq.

2. 10-1|<1, [1-2| <2 mais |[0—2| £ 1, donc |- — | <1 n’est pas une relation d'éq.

3. Oui: 0 est pair; si x — y est pair, alors y — z I'est aussi; si x — y, y — z sont pairs, alors z — 2= (x — y) + (y — 2)
est pair. Il y a 2 cls d'éq: {pairs}, {impairs}. L'ensemble quotient: 7Z /2 7 = {{pairs}, {impairs}}

4. Ce n'est pas réflexive: 0 =0.

5. Oui. Les clsd'éq: C,.:={(z,vy) |y € R} «les droites verticales ». L'ensemble quotient: {C, |z € R}. On
peut identifier C', avec = € R.

Pour tout (z,y) € R?, les élements (z',y') ~ (z,y) ssi z =1’

A
Exemple 2. Pour R, la relation x ~ y <= x — y € Q) est une relation d'éq. Pour tout z € R, C,:=x+ Q) =
{x+r|re@Q}. Il n’y pas de forme trés simplifié pour cet ensemble quotient.



Définition 3. Un ensemble E de foncs RY — R U {400} est dit universellement stable ssi

1. (limite d’une suite) V(f,) € EN: (Vo € R%:lim,, .o fo(2) = f(2)) = fEFE

2. (opération d’algébre) Vfe E.Vge E: f+g€FE et fgeF.

3.Vfe E,VLc Af(RY RY): foL € E oo Aff(RY, R?) :=R*+ L(R4, RY)
(quand d =1, Aff(R,R)={f| f(z) =ax +b, (a,b) € R?}, quand d =2, Aff(R?* R?) = {( z ) —
(2)(G)H(Dlabedery

4. (sup et inf dénombrable) V(f,) € EN:sup,en fn € E et inf,cn fn € E.

5. (division) Vf e E,Vge E: (Vz e R% g(x) #0)= f /g€ E.

Remarque 4. (sup et inf finie) Pour (f,g) € E% min(f,g) € E et max(f, g) € E. En effet, prendre la suite
(fn) € EN définie par fo= f et f,,= g pour n € N+, alors sup,,en fn=max{f,g}etinf,en fn=min{f, g}

Remarque 5. 4 implique 1: soit (f,,) € EN t.q. Vo € RY, la limite f(z):=1lim,, o f.(z) existe. Alors pour
tout k€N, par4,ona E> g;: R*— R,z sup, >k fr(z). Alors f(x)=infren gr(z), donc f € E par 4. On
a utilisé le lemme.

Lemme 6. Soit (a,) € (Ry)N t.q. lim, .. a, existe (dans Ry ). On note a :=lim, a,. Alors a =
05 = iy S B 0 By = T —50 ST 55 @

Démonstration. Quand a € R, alors pour tout € > 0, il existe kK € N t.q. pour tout n >k, on a |a, —a|<e,
donc pour tout k' > k: [sup, >k a, —a| <e. Donc limg_, oo SUPy >k an = a. Le cas a =+00 est similaire. [

Définition 7. Une tribu, ou une o-algébre sur un esemble X: Un ensemble A C'P(X) t.q.
1. (non-vide) A+ &
2. (complémentaire) VE € A: X \ E € A.



3. (union dénombrable) V(E,) € AN: |J77 B, € A.
Remarque 8. C'est important que |'union en question est dénombrable.
Exercice. (Chl Ex1.3) Soient E un ensemble et A C P(X) une tribu. Montrer que
lL.ogceAet XA
2. (union finie) V(E,F)e A2 EUF c A.
3. (intersection dénombrable) V(E,) € A™N: ﬂzo:o E,eA.

Solution.

1. Comme A+ O, il existe F€ A. Alors X \F €A, donc X=FUX\F)ed=—o=X\XecA

2. On prend la suite (E,) € AN donné par Ey:=E et E, := F pour tout n € Nvg. Alors A > U o En=
EoU(U,_,En)=EUF.

3. (En) € AN, Pour tout n €N, F,:=X \E,€A, alors |J°__ e A= X\ (U, _,Fn) €A X\
Uneo Fn=Npey X\ F2) =,2; En.

Remarque 9. (intersection finie) Une tribu est aussi stable par intersection finie.

Remarque 10. (complément rélatif) Pour tout £, F€ A, ona E\ F € A Eneffet, E\F=FEN (X \F).



Pré-définition 11. Fonctions mesurables f € M (R%— RU{+00)), I'intégrale de Lebesgue [ sur M*:
1. 17 € M pour tout ouvert U C R,
2. C%R% R) C M.
3. M est universellement stable.
L’intégrale de Lebesgue | :
LV(f,9)€ M2V w)eREe: [(Af+pg)=A[Ff+ufg
2. Pour a1 <bi,...,a0<bg, ona [1ig, p]x---x[aaby = (b1 —a1) - -+ (bg — aq).
3. (Beppo-Levi = convergence croissante) Soit (f,,) € (MT)Y une suite croissante, alors

/ lim f,= lim [ fu

n— 00 n—oo

4. Pour toute f € M t.q. [ f <+o0, alors pour tout £ >0, il existe ¢ € Co(R% R>¢) (C. est I'ensemble de
fonctions continues dont le support est compact, c'est-a-dire, il existe un ensemble K C RY t.q. pour
tout t e R\ K, ona p(x)=0). t.q. [|f—p|<e.

Remarque 12. C°(IR%,IR) C M est stable par somme, produit, composition a droite par des apps affines et par
division, mais il n'est pas stable par limite d'une suite ou par sup ou inf (opération « analytique »).

Remarque 13. (M stable par —) Tout d'abord, les fonctions contantes sont continues, donc € M. En
particulier, —1 € M. Donc pour tout f € M, ona —f=(—1) f € M comme M est universellement stable.
Par conséquent, pour tout (f,g) € M?, f—ge M.

Définition 14. Un sous-ensemble I/ C IR™ est mesurable si 15 est mesurable.

Remarque 15. Les sous-ensembles mesurables constituent une tribu.



Remarque 16. Les ouverts U C IR sont mesurables. Les fermés les sont aussi.

Exercice. (Chl Ex1.4) Si f:IR?Y— IR est mesurable, alors les ensembles {f <al}, {f=a} et {f >a} le sont
aussi.

Solution. Comme {f<a}={f—a<0}, et feME f—aec M, on peut supposer que a=0.

{f >0} est mesurable. {f>0}={max{f,0} >0} et max{f,0} € M. Donc en remplacant f par max{ f,
0}, on peut supposer que f >0. On prend g,:RY — R,z f(z)/(f(z)+1/n). Comme f €M, on a
f+1/neM. Deplus, Vo € R%: f(z)+1/n>1/n>0, alors g, € M (M est stable par division). Pour

tout © € R4, M 3 lim,,_, o0 gn() :{ (1) ;Egig = 1¢¢~0}. Par définition, { f >0} est mesurable.

{f <0} est mesurable. Comme —fc M, ona{f<0}<{—f>0} est mesurable.
{f =0} est mesurable. {f=0}=R*\ ({f>0}U{f<0}).

Remarque 17. f:IR?— IR est mesurable, alors pour tout (a,b) €IR? on a I'ensemble {a < f <b} ={f >
a}N{f <b} est mesurable. Les ensembles {a < f<b}={f=a}lU{a< f<b}, {a< f<b}et{a<f<b}

le sont aussi.
Définition 18. La mesure de Lebesgue A\ d'un ensemble mesurable E est [ 1.
Remarque 19.

1. [0=0: [0=/[(00+00)=0[0+0 [0=0. Par conséquent, A\(&)=0.

2. M[a1,b1] X [az,ba] X -+ X [ag,bq]) = (b1 —a1) (ba—az) - -+ (bg— aq) « le volumn ».

3. Soient £¥ C F' deux ensembles mesurables, alors \(E) < A(F'). En effet, F'\ E' est mesurable, et 1y =
1g+1p\g. Donc A(F) =A(E)+ A(F \ E) > A(E). En particulier, si \(E) =400, alors A\(F') = +o0.

4. Soit E2 C IR? un sous-ensemble. Si pour tout n € N, on a un sous-ensemble mesurable E,, C E t.q. AN Ey)>n,
alors A\(E)) = 4o00. En effet, A\(E) > A(F,,) >n pour tout n € N.



Exercice. (Chl Ex1.5)

1. Soit (A,) une suite croissante d’ensembles mesurables de R?. Montrer que lim,, o A(A,) =AU 2, Ay).

2. Trouver une suite (A,) décroissante d’ensembles mesurables de R t.q. lim,, oo A(A,) £ A, 4n)
[Indication: on peut prendre une suite (A,,) d'ouverts t.q. A(A,) =-+oco mais (|~ A, =2].

3. Quand limy, oo A(An) = AN,y 4n)?
Solution.
1. Par hypothese, lim,, .o 14, =14 o0 A=J _, A, (1a,) est croissante, alors par Beppo-Levi, A\(A) =
[la=limy oo [14, =1lim, o0 A(Ap).

2. Quand d=1, on prend A,,=|n,+oo|. Alors A, D[2n, kn] pour tout k>2 et A([2n,kn])=kn—2n=
(k —2) n. Prenons k— 00, on a A(A4,) =+o0. Mais ()~ A, =@ [pour d qglc, similaire].

3. S'il existe n € N t.q. A(Ay) <+00, alors limy, .o A(An) = A, _,An). On peut supposer que n=0. On
prend A:= Aq. Alors la suite (A \ Ay)nen est croissante. Donc A(|J~ (A \ Ay)) =lim, o A(A\ 4,).
On remarque que A(|J, (A \ A4n)) < AA) <+oo et | (A\ A=A\, _,An, alors \(A4) =
AN ZgAn) AU, —g (AN AR) = AN, _o An) Flimy oo A(A\ An) = A (N, _ o An) +1limy oo (A(A) —
A(Ar)). Donc on peut conclure que lim,, o A(Ay) =A((),_, An)-
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Rappelons que la mesure )\ de Lebesgue sur R¢ satisfait

1. A\(@) =0.

2. M[a1,b1] X -+ X [ag,bq]) = (b1 — a1) - - - (bg — aq) pour a,...,aq,b1,...,b4€ R, a; <b;.
3. Soient E, F' deux ensembles mesurables disjoints, alors A\(E L F') = A(E) + A(F).

4. (Beppo-Levi) Soit (E,),cn une suite croissante d'ensembles mesurables dans R%. Posons E = UZO:l B
Alors A(E) =lim,,—, o0 A(Ey,).

Exemple 20. Déterminer \([a,b]), A(Ja,b]) et A(Ja,b]) pour (a,b) € R? a <b.

Solution. Pour \([a,b]), on a b —a= \([a, b]) = A([a, b)) + A({b}) = A(|a, b]). De la méme maniére, \(]a,
b))=b—a et \(Ja,b])=b—a.

Alternativement, [a,b[=|J
1/n)—a)=>b-—a.

n>1/(b—a),nEN la,b—1/n], donc A([a,b]) =lim, .o A([a,b—1/n])=lim, . ((b—

Exemple 21. Plus généralement, déterminer A\([y X --- X I;) ot (I5,..., 1) est une suite d'intervalles en terms
de \(I;). Par exemple, A\([0,1] x [0,1] x ]2, 3] x]3,4]).

Solution. En effet, \([; X --- X Ig) = A(I1) A(2) --- A(g). Pour tout intervalle I;, il existe une suite croissante
d'intervalles fermés (I}"))jeN t.q. U;iolj(") =1I; et lim,,_, )\(I](n)) = A(I;). Dans ce cas, on peut montrer
que J I x - x I =1 x - x I,

(« C » est évident. En revanche, pour tout (x1,...,24) € [1 X --+ X Iy, il existe (11,...,74) €N%t.q. & EIJ(M)'
Alors (xl? o ’xd) E I](_’f’l) X ooee X Id(rd))

Alors A(Iy X -+ X Ig) =limy, oo A(I™) - A(IS) = ML) - - A1)



En général, A « volume »:

0 0.0 . d . [ar ai1+1 aqg aqg+1
Subdivision Soient U C R® un ouvert et N € N. On note Py(aq,...,aq) := [W’ ~ [ X oo X [W’ = [

pour (ay,...,aq) €Z%. et Qn:={Py(ay,...,aq)|(ay,...,aq) €Z}. Remarquons que () est dénombrable (il

y a une bijection Z¢ — Qu). Alors

1. Rd:UCEQNC’ (ou L est la réunion disjointe).

2. Uceqy,ccvC EU-

3.U S UCGCM,CQU#@

Donc A(cegn.ccoC) EMU) CEloegy.cnvse € ou équivalemment,

C.

#{ceQ]]VVd\CgU}SA(U)S#{CeQNJyVZmU#@}

Figure 1. Subdivision de R?



Exemple 22. Montrer que (T :={(z,y) € RZ¢|z+y <1})=1/2. Plus généralement, on a A\({(x1,...,
rg) ERLg |21+ - - +xg<1})=1/d!.

Solution. N — 0o, #{C € Qn|C CT} est un polyndme N?/2+ --- de dégrée 2, #{C € Qx| CNT + &}

I'est aussi. #{CEQ]&' CLT) < MNT) < #{CEQNA'[dCﬂT#g}. Prendre N — o0, on en déduit que \(T)=1/2.

Probléme 1. (subdivision dyadique) Posons Q)3 := UZOZO ok « les cubes dyadiques »

1. Montrer que pour tout C', D € (), on a soit C' C D, soit D C C, soit CND=d.

2. Considérons I'ensemble /= {C € Q)| C CU}. On dit qu'un objet C' € I est maximal s'il n'y a aucun
objet D€ E t.q. D 2C'. On note I' C £ le sous-ensemble des objets maximaux. Montrer que U =| | ,C.

3. Montrer que F' est soit fini, soit dénombrable (Q(z) est une réunion d'ensembles dénombrable, donc dénom-
brable, et ' C Q(2)). Donc A(U) =3, . »A(C) (par Beppo-Levi + linéarité).

Remarque 23. A\(U,_, En) <> AM(En): 1y= 5, <> 1k, etonprend [_,.
Remarque 24. (Dénombrables)
1. N, 7Z sont dénombrable.



2. Soient F/, F' ensembles dénombrables, £/ x F' I'est aussi.
3. Un sous-ensemble infini d'un ensemble dénombrable est dénombrable.

4. Soient F' un ensemble dénombrable et £/ un ensemble infi. S'il existe une surjection F'— FE, alors E est
dénombrable (parce que F'— E admet une section E' <— F' t.q. la composée E — F'— F est une injection,

AC).
5. Q% est denombrable.
Exercice. (Chl Ex1.6) Considérons (R%, \).

1. Montrer que A est o-finie: il existe une suite croissante (F,,),,cn d'ensembles mesurables t.q. Ré= Uf;l F,,
et Vn € N: A\(E,,) < +0o0 [Indication: on peut prendre une suite (E,,), <N de cubes fermés].

2. Montrer que VK Cpct R%:MK) < +o0.

3. Un ouvert de IR de mesure finie est-il forcément borné?

4. Un ouvert dense de R? peut-il &tre de mesure finie?
Solution.

1. E,=[-n,n] x - x[—n,n].

2. Il existe ne N t.q. K CFE,,.

3. Non. |J,~,]n,n+2""[ quand d=1. Pour d > 1, voir la quatriéme.

4. Oui. Tout d'abord, @37 est dénombrable (Z C @) « Z x N~ est dénombrable): Q%= {p1, pa,... }. Alors
on prend E, :=p, +|-27" 27" x --- x|=27",27"] (il s'agit un cube ouvert dont le centre est p,
et le coté est 217", donc A(E,) = (2'7")%). Alors comme Q¢ est dense, |J77 | E,, O Q I'est aussi.

)‘(Uzozl En) < 2211 A(En) — 2211 (21_n)d <2.

Remarque 25. Soient £ C R% et F C R deux parties denses, alors £ x F' C RI+4" est dense.



Définition 26. Soit E CR? une partie. L'intérieure Int(E) est défini par {x € E'|3r >0: B,(z) C E}.
Corollaire 27. Int(F) est ouvert.

Corollaire 28. Int(FE) U.

=Uvcour
Définition 29. Une partie E C R? est dite dense si pour tout x € R? et tout r >0, EN B.(x) + @.
Corollaire 30. £ CIR? est dense ssi Int(R?\ E) = 2.

Exercice. (Chl Ex1.7)

1. Montrer qu'une réunion dénombrable d'ensembles négligeables est négligeable. Est-ce vrai sans le mot
« dénombrable »?

2. Que vaut la mesure de Lebesgue de R4?

3. Trouver un ensemble dense £ C IR? qui est négligeable.

4. Montrer que le complémentaire d'un ensemble négligeable est dense.
5. Montrer que le plan {x3=0} est de mesure nulle dans R".
Solution.

1. Soit (E},) une suite d’ensembles négligeables, alors A\(| )", £,) <>~ A(E,)=0. On ne peut pas enlever
le mot « dénombrable »: [0, 1] = Uzeo1] {z}.

2. R4=J°°_, [-n,n]? alors A(IRY) =1im,, . oo A([—7, n]%) =1im,, . o (27)% = +00.

m=1
3. E = Q% un ensemble dénombrable est négligeable.

4. Soit £ CIRY une partie négligeable. Il suffit de montrer que Int(£) = 2. On remarque que Int(F) est ouvert
et négligeable. Sinon, il existe un cube (non-vide) C' CInt(E), alors A(Int(E)) > A(C) > 0.



5. En général, & C R? est négligeable ssi pour tout N €N, on a EN|[—N, N]¢ est négligeable.
Ici, \({z3 =0} N[=N, NJ3) = \([-N, N]2 x {0}) =0.

Probleme 2. Existe-il un ensemble négligeable infini non dénombrable? La réponse c’est oui. Voir les exercices
supplémentaires.



Définition 31. (Intégrable) Une fonction f:IRY — C est dite intégrable si fRd |f| <+4oo. fe LR N).

Définition 32. Soit f:R? — C une fonction intégrable. L'integrale fRdf"

Une fonction réelle. [, f:= fRdf+ — Jpaf ™ ot les fonctions fT=max{f,0} et f~=max{—f,0} sont
intégrables.

Une fonction complexe. [ f:= [.,Re(f)+1i [, m(f) ou les fonctions Re(f) et Im(f) sont intégrables.
Proposition 33. (Linéarité) f,ge L', A, ueC = ANf+pugellet [Nf+pg)=X[f+pfg
Proposition 34. (Inégalité triangulaire) | [ f| < [ | f].

Exercice. (Chl Ex1.10, Ex1.11(1)) Soit f:R%— [0, +00] mesurable. Montrer que

1. Pour tout a € R~g, on a A({f >a})<a™! -

2. Si f]Rdf < 400, alors f est finie p.p, c'est-a-dire, { f =400} est négligeable.

3. Si fRdf:O, alors /=0 p.p.

Solution.

Lalgfsqy < falorsaAX({f>a})<[f.

2. Tout d'abord, {f=+oo} = "_, {f>n} est mesurable. Comme [, f <+oo, A({f>1}) <+oc. Alors
AN Af>n}) =limy o A{ f>n}) =lim, oon™! Jgaf=0.

3.{f>0}=U,_, {f>1/n}. Comme A\({f>1/n})=n [,f=0,ona {f>0} est négligeable.

Exercice. (Chl Ex1.12) Soit f:IR?— C une fonction intégrable. Montrer la continuité de I'intégrale: pour
tout £ >0, il existe § >0 t.q. pour toute partie mésurable A CR% avec A(A) <d,ona [, |f|:= Jralalfl<e.



Solution. Tout d'abord, si la fonction f est borné, i.e. il existe M >0 t.q. | f| < M, alors I'énoncé est vrai: on
peut prendre 6 =¢ /M, alors pour tout A avec A\(A) <d,ona [,[f|<MA(A)<IM =e.

En général, on a une suite croissante (1¢¢|<ary | f|)mren avec limpr— oo 1¢fj<ary | f|=]f|. Donc par Beppo-
Levi, limpr— oo [ 1q17j<my | fI = [ | f] <400, ce qui implique que limp— oo [ (1 = 1g1<ary) | f|=0=
limM—>+oof1{|f|>M} ’f’ = 0. Donc il existe M € N t.q. f1{|f|>M} ’f’ <<€/2.

On note que f=1¢f>ay | fl+1g7 <y | flob [1gf>ay|f] <e/2 et lafonction 1 ¢i<ary | f]| est bornée.
Alors par la premiére paragraphe, il existe § >0 t.q. pour tout A avec A\(A) <9, on a fA1{|f|>M} | fl<e/2.

Done [, [f1= [alasi>ay [F1+ [alasismy 11 <e/2+ [palasismy | fl<e/2+e/2=e.

Remarque 35. Quand f est bornée (le cas « bon »), I'énoncé est relativement facile & montrer. Pour le cas
général, on décompose f comme une somme de deux fonctions (mesurables) dont I'une est « bonne » et |'autre
« partie mauvaise » est majorée.

Une généralisation (dehors de ce cours): lemme de Calderén-Zygmund.
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Exercice. (Chl Ex1.17) On dit qu'une fonction ¢ :IR — IR est convexe si pour tout z,y € R et A € [0, 1], on

Séance

a p(Az+(1-A)y)<Ap(z)+(1-A) o(y).

1. Montrer |'existence de droites d’appui pour les fonctions convexes: en tout point de leur graphe il existe une
droite passant par ce point et ne dépassant jamais le graphe. [Indication: on peut supposer que ¢(0) =0 et
montrer que o(x)/x < p(y)/y si z <0< y]

2. Montrer que soit /. une mesure de probabilité & densité, alors o( [, ,gdu) < [..¢(g) dp pour tout g e Li(p).

Solution.
1. Graphe de fonction convexe:

\ J/y ~ ¢(a)

p(l‘g)& / p(zg)
o m0)  une drofte d’appui

On fixe (g, yo = @(xg)) sur le graphe de . Alors la fonction p: R\ {zo} — R (pour tout x, p(x) est la

pente de la droite (x, y:= p(z)) — (o, yo)) est croissante.

Lemme 36. La fonction  est convexe ssi pour tout 1 < xo < T3, on a

@(ﬁz)—-w(ﬁl)§;¢($3)—-¢($1)§;¢%$3)—-¢($2)

o — X1 r3 — Iy L3 — T2

Par conséquent, on a p(zg ) :=lim,_, - p(z) <lim,_ +p(z) =: p(xg).

T— T



Lemme 37. Une droite passant (o, yo) est une droite d’appui ssi sa pente appartient 3 I'intervalle [p(x ),
p(xg)]. Par exemple, si o est differentiable a x, alors telle droite est unique.

Exercice. (Chl Ex1.13) Soit g:[a,b] — R>( intégrable et f:|a,b] — R continue. Montrer qu'il existe 6 € [a, b]
ta. [, f(2) g(x)dz=[(6) [, g(x) d.

Exercice. (Chl Ex1.15) Soit f € C’(IR>() une fonction continue intégrable.

1. Construire une fonction continue f € CY(IR>() intégrable t.q. lim, ., f(z) n'existe pas.

2. Montrer que si f est uniformément continue alors lim, ., f(z)=0.
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